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Resumo

Neste trabalho aborda-se o tratamento de tensores de terceira ordem visando estab-
elecer, em notaçao intŕınseca, as operaçoes usuais e básicas da mecânica do cont́ınuo.
Isto devido a que a notação intŕınseca permite trabalhar sem levar em consideração
o sistema de coordenadas o que constitui uma clara vantagem frente a outras formas
de trabalho.

Palavras chave: Mecânica do cont́ınuo, álgebra tensorial, cálculo tensorial.

1 Introdução

A notação intŕınseca, isto é, independente do sistema de coordenadas, é usada
amplamente na mecânica do cont́ınuo. Se bem esta forma de trabalho oferece
numerosas vantagens, os textos clássicos, como por exemplo o livro de M.E.
Gurtin[1], limitam a sua apresentação aos casos de tensores de segunda ordem.
O tratamento dos tensores de terceira ordem em forma intŕınseca não constitui
uma extensão trivial do tratamento dos tensores de segunda ordem, embora
tais tensores de ordem superior apareçam freqüentemente em diversos campos
da mecânica do cont́ınuo aplicada.

Estas notas propõem estabelecer um ponto de partida para trabalhar de forma
intŕınseca com tensores de terceira ordem. Desta forma será posśıvel levar a
cabo diversas definições de operações envolvendo tensores de segunda ordem
utilizando as propriedades das operações com tensores de terceira ordem. Um
exemplo disto é o caso do divergente de um campo tensorial o qual poderia
ser definido a partir do gradiente de tal campo tensorial.
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2 Álgebra e cálculo tensorial

2.1 Preliminares

Denota-se por V o espaço dos vetores (tensores de primeira ordem), por Lin o
espaço dos tensores de segunda ordem e por último W o espaço dos tensores
de terceira ordem. Estes tensores de terceira ordem são aplicações lineares da
forma

S : Lin → V ou S : V → Lin, (2.1)

isto é, podem ser aplicados a elementos de V (vetores), como a elementos de
Lin (tensores de segunda ordem). Para simplificar a apresentação daqui por
diante denotam-se, os elementos de V , por letras minúsculas (por exemplo a),
os elementos de Lin por letras maiúsculas (por exemplo T) e finalmente os
elementos de W por maiúsculas em um tipo de letra diferente (por exemplo
S). Em relação aos vetores de uma base arbitrária, os elementos de cada um
dos espaços acima apresentados pode ser escrito como

a ∈ V a = aiei,

T ∈ Lin T = Tij(ei ⊗ ej),

S ∈ W S = Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek).

(2.2)

Esta forma de colocar os elementos de cada espaço será utilizada para verificar
as expressões intŕınsecas das operações entre os elementos dos espaços V , Lin
e W .

Em componentes, a aplicação de um tensor de terceira ordem em um de se-
gunda ordem lê-se como segue

ST = Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek)Tpq(ep ⊗ eq) = SijkTpqei(ej · ep)(ek · eq) =

SijkTpqδjpδkqei = SijkTjkei = a, (2.3)

e da mesma forma

Sa = Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek)arer = Sijkar(ei ⊗ ej)(ek · er) =

Sijkarδkr(ei ⊗ ej) = Sijkak(ei ⊗ ej) = T. (2.4)

Isto significa que a aplicação entre estes elementos implica que os ı́ndices
internos condensam.
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2.2 A operação transposto de um tensor

De forma natural, dentro do espaço Lin é posśıvel definir a operação de trans-
posição de tensores de segunda ordem como segue

a ·Tb = TTa · b. (2.5)

Tal identidade deve manter-se quando trabalha-se em componentes, portanto
note que

aiei · Tjk(ej ⊗ ek)bmem = aiTjkbmδmkδji = aiTijbj,

Tij(ej ⊗ ei)akek · bmem = Tijakbmδkiδmj = aiTijbj.
(2.6)

do que se segue-se que a operação de transposição deve estar definida da
seguinte forma

TT = Tij(ej ⊗ ei). (2.7)

Note que a operação de transposição acima apresentada pode ser colocada
equivalentemente pela seguinte definição

T · (a⊗ b) = TT · (b⊗ a), (2.8)

em efeito, por um lado note que

T · (a⊗ b) = Tijapbq(ei ⊗ ej) · (ep ⊗ eq) = Tijapbqδpiδqj = Tijaibj, (2.9)

enquanto que por outro lado é

TT · (b⊗ a) = (TT )ijbpaq(ei ⊗ ej) · (ep ⊗ eq) = (TT )ijbpaqδpiδqj =

(TT )ijbiaj = (TT )jiaibj, (2.10)

e portanto
Tij = (TT )ji, (2.11)

que é o resultado equivalente ao obtido anteriormente.

Em forma análoga é posśıvel definir a operação de transposição para elementos
de W . Assim, escreve-se o seguinte

a · ST = STa ·T, (2.12)

Sa ·T = a · S 1
T T. (2.13)

Novamente, tal identidade deve manter-se quando trabalha-se em compo-
nentes, portanto note que

amem · Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek)Tpq(ep ⊗ eq) = amSijkTpqδpjδqkδim

= aiSijkTjk,

Sijk(ej ⊗ ek ⊗ ei)amem · Tpq(ep ⊗ eq) = SijkamTpqδmiδpjδqk

= SijkaiTjk,

(2.14)
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do que se segue-se que a operação de transposição deve estar definida da
seguinte forma

ST = Sijk(ej ⊗ ek ⊗ ei). (2.15)

Assim como para tensores de segunda ordem deu-se uma definição alternativa
totalmente equivalente da operação de transposição, aqui também é fact́ıvel
estabelecer a correspondente definição como segue

S · (a⊗ b⊗ c) = ST · (b⊗ c⊗ a). (2.16)

De fato, observe por um lado que

S · (a⊗ b⊗ c) = Sijkarbsct(ei ⊗ ej ⊗ ek) · (er ⊗ es ⊗ et) =

Sijkarbsctδriδsjδtk = Sijkaibjck, (2.17)

enquanto que por outro lado

ST · (b⊗ c⊗ a) = (ST )ijkbrcsat(ei ⊗ ej ⊗ ek) · (er ⊗ es ⊗ et) =

(ST )ijkbrcsatδriδsjδtk = (ST )ijkbicjak = (ST )jkiaibjck, (2.18)

e portanto
Sijk = (ST )jki, (2.19)

que é o resultado equivalente ao obtido anteriormente.

A partir desta definição que satisfaz a propriedade da transposição no sentido
do produto interno é posśıvel obter de forma direta as seguintes relações

(ST )T = Sijk(ek ⊗ ei ⊗ ej) = S
1
T , (2.20)

((ST )T )T = Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek) = S. (2.21)

Suponha agora que o tensor de terceira ordem é dado pela seguinte combinação
entre um elemento de V e um elemento de Lin

S = u⊗ S. (2.22)

Da (2.15) segue-se que

ST = (u⊗ S)T = S⊗ u. (2.23)

Considere agora que o tensor de terceira ordem é dado pela seguinte com-
binação entre um elemento de V e um elemento de Lin

S = S⊗ u. (2.24)

Da (2.15) e da (2.20) segue-se que

ST = (S⊗ u)T = (u⊗ S)
1
T . (2.25)
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Desta forma verifica-se que

((ST )T )T = S⊗ u = (((S⊗ u)T )T )T =

(((u⊗ S)
1
T )T )T = (u⊗ S)T = S⊗ u. (2.26)

2.3 Álgebra tensorial

Agora é preciso ver como transforma um tensor de terceira ordem dado por
S = u⊗T quando aplicado a vetores e a tensores de segunda ordem. Observe
então que

(u⊗T)S = (T · S)u, (2.27)

(u⊗T)v = u⊗ (Tv). (2.28)

De fato, em componentes tem-se

(u⊗T)S = uiTjk(ei ⊗ ej ⊗ ek)Spq(ep ⊗ eq) =

uiTjkSpqδpjδqkei = uiTjkSjkei = (T · S)u, (2.29)

e

(u⊗T)v = uiTjk(ei ⊗ ej ⊗ ek)vrer = uiTjkvrδrk(ei ⊗ ej) =

uiTjkvk(ei ⊗ ej) = u⊗ (Tv). (2.30)

Analogamente, seja o tensor de terceira ordem dado por S = T⊗ u. Quando
aplicado a vetores e a tensores de segunda ordem resulta então

(T⊗ u)S = TSu, (2.31)

(T⊗ u)v = (u · v)T. (2.32)

De fato, em componentes tem-se

(T⊗ u)S = Tijuk(ei ⊗ ej ⊗ ek)Spq(ep ⊗ eq) =

TijukSpqδpjδqkei = TijSjkukei = TSu, (2.33)

e

(T⊗ u)v = Tijuk(ei ⊗ ej ⊗ ek)vrer = Tijukvrδrk(ei ⊗ ej) =

Tijukvk(ei ⊗ ej) = (u · v)T. (2.34)
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Com as definições dadas acima é posśıvel obter o seguinte

(T⊗ v)Ta = (TTa)⊗ v, (2.35)

(T⊗ v)TS = TTSTv, (2.36)

(STu)v = (Sv)Tu, (2.37)

S(v ⊗ u) = (Su)v. (2.38)

Para isto, note que

(T⊗ v)Ta =Tijvk(ei ⊗ ej ⊗ ek)
T arer = Tijvk(ej ⊗ ek ⊗ ei)arer =

Tijvkarδri(ej ⊗ ek) = Tijaivk(ej ⊗ ek) = (TTa)⊗ v, (2.39)

(T⊗ v)TS =Tijvk(ei ⊗ ej ⊗ ek)
T Spq(ep ⊗ eq) =

Tijvk(ej ⊗ ek ⊗ ei)Spq(ep ⊗ eq) = TijvkSpqδpkδqiej =

TijSkivkej = TTSTv, (2.40)

(STu)v =Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek)
T urervses =

Sijk(ej ⊗ ek ⊗ ei)urervses = Sijkurvsδriδsk =

Sijkvkui = (Sv)Tu, (2.41)

S(v ⊗ u) =Sijk(ei ⊗ ej ⊗ ek)vrus(er ⊗ es) = Sijkvrusδrjδsk =

Sijkukvj = (Su)v. (2.42)

Uma operação que será útil no futuro é a seguinte transformação

(TT ⊗ u)TST = TSu = (T⊗ u)S. (2.43)

Em efeito, em componentes vê-se que

(TT ⊗ u)TST = Tijuk((ei ⊗ ej)
T ⊗ ek)

T Spq(ep ⊗ eq)
T =

Tijuk(ej ⊗ ei ⊗ ek)
T Spq(eq ⊗ ep) = Tijuk(ei ⊗ ek ⊗ ej)Spq(eq ⊗ ep) =

TijukSpqδqkδpjei = TijukSjkei = TijSjkukei = TSu. (2.44)

Vejamos agora algumas operações que podem ser úteis. Da definição dada para
o transposto de um tensor de terceira ordem resulta que, sendo S = u ⊗ S e
T = v ⊗T resulta

S · T = (u⊗ S) · (v ⊗T) = (u · v)(S ·T), (2.45)

S · TT = (u⊗ S) · (T⊗ v) = TSv · u, (2.46)

S · T 1
T = (u⊗ S) · (T⊗ v)T = STu · v. (2.47)
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A continuação são provadas estas identidades

(u⊗ S) · (v ⊗T) =uiSjk(ei ⊗ ej ⊗ ek) · vrTst(er ⊗ es ⊗ et) =

uiSjkvrTstδriδsjδtk = uiviSjkTjk = (u · v)(S ·T), (2.48)

(u⊗ S) · (T⊗ v) =uiSjk(ei ⊗ ej ⊗ ek) · Trsvt(er ⊗ es ⊗ et) =

uiSjkTrsvtδriδsjδtk = TijSjkvkui = TSv · u, (2.49)

(u⊗ S) · (T⊗ v)T =uiSjk(ei ⊗ ej ⊗ ek) · Trsvt(es ⊗ et ⊗ er)

uiSjkTrsvtδsiδtjδrk = SjkTkiuivj = STu · v. (2.50)

2.4 Cálculo tensorial

As definições correspondentes às operações de gradiente e divergente sobre
campos vetoriais, tensoriais de segunda ordem e tensoriais de terceira ordem
são as seguintes

∇u =
∂u

∂xk

⊗ ek =
∂uj

∂xk

(ej ⊗ ek), (2.51)

∇S =
∂S

∂xk

⊗ ek =
∂Sij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek), (2.52)

div u =
∂u

∂xk

· ek =
∂uk

∂xk

, (2.53)

div S =
∂S

∂xk

ek =
∂Sjk

∂k
ej, (2.54)

div S =
∂S

∂xk

ek =
∂Sijk

∂k
(ei ⊗ ej). (2.55)

Assim sendo, pode-se ver que é válida a seguinte relação para um tensor de
segunda ordem que é o gradiente de um vetor

(∇(∇u))
1
T = ∇((∇u)T ). (2.56)

De fato observe que

(∇(∇u))
1
T =

∂2ui

∂xk∂xj

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
1
T =

∂2ui

∂xk∂xj

(ek ⊗ ei ⊗ ej) =

∂

∂xj

(∇u)ik(ek ⊗ ei ⊗ ej) = ∇((∇u)T ), (2.57)

onde usou-se o fato de ser ∂2ui

∂xj∂xk
= ∂2ui

∂xk∂xj
. Como conseqüência direta segue-se

que
∇(∇u) = (∇((∇u)T ))T . (2.58)

Tendo definido as operações básicas com os tensores de terceira ordem pode-
se passar a estabelecer resultados em forma intŕınseca envolvendo esta classe
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de elementos. Desta forma, no que segue a partir da seção 3 usar-se-ão su-
cessivamente as definições aqui apresentadas sem detalhar as correspondentes
referências para evitar estender o texto.

Vale a pena mencionar que a partir daqui assume-se que os campos envolvidos
são suficientemente regulares de forma que as operações realizadas sobre estes
estejam bem definidas.

2.5 Uma definição alternativa da operação transposto

Observe que na seção 2.2 a operação transposto de um tensor de terceira
ordem foi definida da seguinte forma

S · (a⊗ b⊗ c) = ST · (b⊗ c⊗ a), (2.59)

equivalente à seguinte

a · ST = STa ·T, (2.60)

Sa ·T = a · S 1
T T. (2.61)

Entretanto aqui vale a pena salientar que outra definição da operação de trans-
posição é posśıvel. Esta outra definição, que é introduzida em [2], é a seguinte

S · (a⊗ b⊗ c) = ST · (c⊗ a⊗ b), (2.62)

equivalente à seguinte

Sa ·T = a · STT, (2.63)

a · ST = S
1
T a ·T. (2.64)

Comparando as expressões anteriores vê-se que a operação transposto (·)T

definida pelas (2.60)-(2.61) corresponde à operação inversa de transposto (·) 1
T

–ou equivalentemente (·)T T
– segundo a definição dada pelas (2.63)-(2.64). Ao

adotar esta definição alternativa obtêm-se resultados equivalentes àqueles en-
contrados nas seções que seguem onde a diferença aparece na operação trans-
posição dos tensores de terceira ordem. Um exemplo simples disto é o caso
do gradiente de um tensor de terceira ordem. O resultado segundo a definição
(2.59) é aquele obtido na seção 3.1 que é apresentado com antecedência aqui

∇(STa) = (∇S)Ta, (2.65)

enquanto que a correspondente expressão envolvendo a definição (2.62) seria
a seguinte

∇(STa) = (∇S)
1
T a = ((∇S)T )Ta. (2.66)
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3 Resultados envolvendo derivadas

Nesta seção são apresentados alguns resultados já conhecidos sem a necessi-
dade da definição das operações com tensores de terceira ordem. Entretanto,
acrescentam-se resultados que requerem necessariamente do conhecimento das
transformações envolvidas nas operações com tensores de terceira ordem.

3.1 Gradiente de um tensor de segunda ordem S

o gradiente de um tensor de segunda ordem T é aquele tensor de terceira
ordem que satisfaz o seguinte

∇(STa) = (∇S)Ta. (3.1)

Para ver que esta operação está bem definida note que

∇(STa) =
∂

∂xk

(Sijam)[(ei ⊗ ej)
Tem]⊗ ek =

∂Sij

∂xk

amδmi(ej ⊗ ek) =

∂Sij

∂xk

ai(ej ⊗ ek), (3.2)

enquanto que por outro lado é

(∇S)Ta =
∂Sij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
T amem =

∂Sij

∂xk

(ej ⊗ ek ⊗ ei)amem =

∂Sij

∂xk

amδmi(ej ⊗ ek) =
∂Sij

∂xk

ai(ej ⊗ ek). (3.3)

Assim sendo, comparando a (3.2) e a (3.3) resulta que

∇(STa) = (∇S)Ta. (3.4)

Suponha agora que o tensor de segunda ordem é da forma S = u ⊗ v. O
seguinte resultado é válido

∇(u⊗ v) = (u⊗∇v) + ((∇u)T ⊗ v)T . (3.5)

Para provar este resultado observe que pelo resultado dado pela (3.1) segue
que

∇((v ⊗ u)a) = (∇(u⊗ v))Ta. (3.6)

No entanto, sabe-se que

∇((v ⊗ u)a) = ∇((a · u)v) = (a · u)∇v + v ⊗∇(a · u) =

(∇v ⊗ u)a + v ⊗ ((∇u)Ta) = [(∇v ⊗ u) + (v ⊗ (∇u)T )]a (3.7)
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Vendo a (3.6) e a (3.7) obtém-se que

(∇(u⊗ v))T = (∇v ⊗ u) + (v ⊗ (∇u)T ), (3.8)

e portanto

∇(u⊗ v) = ((∇(u⊗ v))T )
1
T = (∇v ⊗ u)

1
T + (v ⊗ (∇u)T )

1
T =

(u⊗∇v) + ((∇u)T ⊗ v)T , (3.9)

onde usou-se a (2.23) e a (2.25). Logo, obtém-se que

∇(u⊗ v) = (u⊗∇v) + ((∇u)T ⊗ v)T . (3.10)

Vejamos isto em componentes para verificar a expressão encontrada. Note
então que

∇(u⊗ v) =
∂

∂xk

(uivj)(ei ⊗ ej ⊗ ek) =

ui
∂vj

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek) + vj
∂ui

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek) =

uiei ⊗ ∂vj

∂xk

(ej ⊗ ek) + vj
∂ui

∂xk

(ek ⊗ ei ⊗ ej)
T =

uiei ⊗ ∂vj

∂xk

(ej ⊗ ek) +

(
∂ui

∂xk

(ei ⊗ ek)
T ⊗ vjej

)T

=

(u⊗∇v) + ((∇u)T ⊗ v)T . (3.11)

Desta forma verifica-se a expressão encontrada acima.

3.2 Divergente de um tensor de segunda ordem S

A partir do resultado da seção anterior é posśıvel obter o seguinte resultado
envolvendo o divergente da composição de tensores de segunda ordem. Vejamos
a expressão do div (ST), para tanto é

div (ST) · a = div ((ST)Ta) = div (TTSTa) = T · ∇(STa) + STa · div T =

(∇S)T · a + a · S div T = [(∇S)T + S div T] · a, (3.12)

do que se obtém

div (ST) = (∇S)T + S div T. (3.13)

Considere agora T = I o tensor identidade, então da (3.13) segue-se que

div S = (∇S)I, (3.14)
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que estabelece uma definição alternativa para o divergente de um tensor. Em
componentes verifica-se que esta expressão esteja correta

(∇S)I =
∂Sij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)δpq(ep ⊗ eq) =
∂Sij

∂xk

δjkei

=
∂Sij

∂xj

ei = div S. (3.15)

Logo, a definição alternativa é válida.

Considere agora o caso em que S = u⊗v, então, utilizando a (3.5) e a relação
(2.43), observe que

div (u⊗ v) = (∇(u⊗ v))I = (u⊗∇v)I + ((∇u)T ⊗ v)T I =

u(∇v · I) + (∇u I)v = u div v + (∇u)v, (3.16)

e portanto reobtém-se o conhecido resultado

div (u⊗ v) = u div v + (∇u)v. (3.17)

3.3 Divergente de um tensor de terceira ordem S

Observe que a seguinte definição do divergente de um tensor de terceira ordem
é válida

div (STa) = (div S)Ta, (3.18)

em efeito, vê-se que

div (STa) =
∂Sijk

∂xs

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
T arer es =

∂Sijk

∂xs

(ej ⊗ ek ⊗ ei)arer es =

∂Sijk

∂xs

arδri(ej ⊗ ek)es =
∂Sijk

∂xs

aiδskej =
∂Sijk

∂xk

aiej = (div S)Ta. (3.19)

Entretanto, note que também é válida a seguinte expressão

div (S
1
T A) = (div S) ·A, (3.20)

de fato, vê-se que

div (S
1
T A) =

∂Sijk

∂xs

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
1
T Apq(ep ⊗ eq)es =

∂Sijk

∂xs

(ek ⊗ ei ⊗ ej)Apq(ep ⊗ eq) es =
∂Sijk

∂xs

Apqδpiδqjδsk =

∂Sijk

∂xk

Aij = (div S) ·A. (3.21)
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Outros resultados envolvendo o divergente de um tensor de terceira ordem po-
dem ser obtidos. A continuação apresentam-se dois destes resultados. Vejamos
que o seguinte resultado é válido

div (S
1
T T) = S · ∇T + T · div S. (3.22)

Vejamos que o resultado vale quando visto em componentes

div (S
1
T T) =

∂

∂xs

(SijkTpq)(ei ⊗ ej ⊗ ek)
1
T (ep ⊗ eq)es =

∂

∂xs

(SijkTpq)(ek ⊗ ei ⊗ ej)(ep ⊗ eq)es =
∂

∂xs

(SijkTpq)δpiδqjδsk =

∂

∂xk

(SijkTij) =
∂Tij

∂xk

Sijk +
∂Sijk

∂xk

Tij = S · ∇T + (div S) ·T. (3.23)

Da mesma forma é válido o seguinte resultado

div (STu) = (div S)Tu + ST (∇u)T . (3.24)

Vejamos este resultado de forma intŕınseca. Para isto é necessário utilizar
sucessivamente vários dos resultados obtidos anteriormente, razão pela qual
somente os mais importantes são mencionados. Da definição do divergente de
um tensor de segunda ordem e dos resultados dados pelas (3.5) e (3.22) resulta

div (STu) · a = div ((STu)Ta) = div (((ST )Ta)u) = div ((ST )T (u⊗ a)) =

div (S
1
T (u⊗ a)) = S · ∇(u⊗ a) + (div S) · (u⊗ a) =

S · ((∇u)T ⊗ a)T + (div S)Tu · a = S
1
T · ((∇u)T ⊗ a) + (div S)Tu · a =

S
1
T a · (∇u)T + (div S)Tu · a = a · (S 1

T )
1
T (∇u)T + (div S)Tu · a =[

ST (∇u)T + (div S)Tu
]
· a. (3.25)

onde na terceira linha foi aplicado a operação inversa da transposição a ambos

os tensores de terceira ordem e onde se usou o fato de ser (S
1
T )

1
T = ST . Logo

o resultado (3.24) é válido.

Um outro resultado válido é o seguinte

div (ϕS) = ϕ div S + S∇ϕ. (3.26)

Para isto observe que, usando a definição do divergente de um tensor de ter-
ceira ordem tem-se

[div (ϕS)]Ta = div (ϕSTa) = ϕ div (STa) + STa∇ϕ =

ϕ(div S)Ta + (S∇ϕ)Ta = [ϕ(div S) + (S∇ϕ)]Ta, (3.27)

e o resultado segue.
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Considere agora o tensor de terceira ordem S = S⊗ u, então resulta

div (S⊗ u) = (div u)S + (∇S)u. (3.28)

Para ver isto note que da definição do divergente de um tensor de terceira
ordem tem-se

[div (S⊗ u)]Ta = div ((S⊗ u)Ta) = div ((STa)⊗ u) = STa div u+∇(STa)u =

(div u)STa + ((∇S)Ta)u = (div u)STa + ((∇S)u)Ta =

[(div u)S + (∇S)u]Ta. (3.29)

Logo, transpondo obtém-se o resultado buscado.

Considere agora o tensor de terceira ordem S = u⊗ S, então resulta

div (u⊗ S) = u⊗ div S + (∇u)ST . (3.30)

Para ver isto note que da definição do divergente de um tensor de terceira
ordem tem-se

[div (u⊗ S)]Ta = div ((u⊗ S)Ta) = div ((S⊗ u)a) = div ((a · u)S) =

(a · u) div S + S∇(a · u) = (div S⊗ u)a + S(∇u)Ta =

[(u⊗ div S) + (∇u)ST ]Ta. (3.31)

Logo, transpondo obtém-se o resultado buscado.

3.4 Gradiente de expressões envolvendo tensores de segunda ordem

Primeiramente observe que a seguinte identidade vale

∇(STu) = (∇S)Tu + ST∇u. (3.32)

De fato, o resultado segue de considerar primeiro constante u e aplicar a
definição do gradiente de um tensor de segunda ordem e logo considerar S
constante, obtendo diretamente a expressão de acima. Em componentes a
verificação é a seguinte

∇(STu) =
∂

∂xk

(Sijui)(ej ⊗ ek) =
∂Sij

∂xk

ui(ej ⊗ ek) +
∂ui

∂xk

Sij(ej ⊗ ek) =

∂Sij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
T urer + Sij(ei ⊗ ej)

T ∂ur

∂xk

(er ⊗ ek) =

(∇S)Tu + ST∇u. (3.33)

De forma análoga, para uma função escalar ϕ obtém-se o seguinte resultado

∇(ϕS) = ϕ(∇S) + S⊗∇ϕ. (3.34)
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Para isto note que

∇(ϕS) =
∂

∂xk

(ϕSij)(ei ⊗ ej ⊗ ek) = ϕ
∂Sij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)

+ Sij
∂ϕ

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek) = ϕ(∇S) + S⊗∇ϕ. (3.35)

Vejamos agora que é válido o seguinte

∇(S ·T) = (∇S)
1
T T + (∇T)

1
T S. (3.36)

Para ver isto note que, da (3.22) e da (3.28) e chamando S
1
T = (a⊗T), tem-se

S = T⊗ a, e portanto resulta

∇(S ·T) · a = div ((S ·T)a) = div ((a⊗T)S) =

(T⊗ a) · ∇S + S · div (T⊗ a) = ((∇S)a) ·T + S · ((∇T)a) =

a · (∇S)
1
T T + (∇T)

1
T S · a = [(∇S)

1
T T + (∇T)

1
T S] · a, (3.37)

e o resultado segue. Vejamos isto em componentes

∇(S ·T) =
∂

∂xk

(SijTpq)(ei ⊗ ej) · (ep ⊗ eq) =
∂

∂xk

(SijTpq)δpiδqj =

∂

∂xk

(SijTij) =
∂Sij

∂xk

Tij +
∂Tij

∂xk

Sij =
∂Sij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
1
T Tpq(ep ⊗ eq)

+
∂Tij

∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek)
1
T Spq(ep ⊗ eq) = (∇S)

1
T T + (∇T)

1
T S. (3.38)

3.5 O laplaceano de um tensor de segunda ordem

A partir daqui é posśıvel estabelecer uma definição para a operação na qual
se obtém o laplaceano de um tensor, que é um outro tensor. Do visto até aqui
conclui-se que, dado S ∈ Lin, tal operação denotada por 4S é definida como
sendo

4S = [∇(∇S)]I, (3.39)

onde vale a pena observar que o tensor ∇(∇S) é de quarta ordem. Desta forma
veja que o tensor 4S é o seguinte

4S = [∇(∇S)]I =

[
∂

∂xl

[
∂

∂xk

Sij(ei ⊗ ej)⊗ ek

]
⊗ el

]
δrs(er ⊗ es) =

∂2Sij

∂xk∂xl

(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)δrs(er ⊗ es) =
∂2Sij

∂xk∂xl

(ei ⊗ ej)δkl =

∂2Sij

∂xk∂xk

(ei ⊗ ej). (3.40)
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Note que, em outras palavras, o que se obtém é o laplaceano de cada uma das
componentes do tensor S. Outra forma equivalente de escrever o laplaceano
de um tensor de segunda ordem é a seguinte

4S = div (∇S), (3.41)

em efeito, definindo o divergente de um tensor de terceira ordem como sendo

div S = (∇S)I, (3.42)

tem-se
div (∇S) = [∇(∇S)]I = 4S. (3.43)

3.6 Um exemplo interessante

Um bom exemplo do potencial de trabalhar de forma intŕınseca com tensores
de terceira ordem é fornecido pela seguinte identidade

∇(div v) = div (∇v)T . (3.44)

Por um lado sabe-se que, sendo A ∈ Lin um tensor constante, é

∇(S ·A) = (∇S)
1
T A, (3.45)

e além disso
(∇(∇u))

1
T = ∇((∇u)T ), (3.46)

e
div S = (∇S)I. (3.47)

Com estes resultados observe que tomando S = ∇v resulta

∇(div v) = ∇(∇v · I) = ∇(S · I) = (∇S)
1
T I = (∇(∇v))

1
T I =

(∇(∇v)T )I = div (∇v)T . (3.48)

Logo resulta
∇(div v) = div (∇v)T , (3.49)

que é o resultado buscado.

4 Resultados envolvendo derivadas materiais

Nesta seção apresentam-se dois resultados que constituem uma aplicação es-
pećıfica do que foi desenvolvido nas seções anteriores. Tal aplicação aparece
usualmente na área de análise de sensibilidade quando abordada de forma
axiomática através das ferramentas fornecidas pela mecânica do cont́ınuo.
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4.1 Derivada material do divergente de um tensor de segunda ordem

Suponha que se deseja calcular a derivada material do divergente de um tensor
de segunda ordem S, isto é ˙(div S). Aqui v é o campo de velocidade. Sabendo
que

˙div u = div u̇− (gradu)T · gradv (4.1)

resulta

˙(div S) · a = ˙(div (STa)) = div ˙(STa)− (grad (STa))T · gradv =

div Ṡ · a− (grad (STa)) · (gradv)T = div Ṡ · a− (gradS)Ta · (gradv)T =

div Ṡ · a− a · (gradS)(gradv)T = [div Ṡ− (gradS)(gradv)T ] · a. (4.2)

Logo, segue-se que

˙(div S) = div Ṡ− (gradS)(gradv)T . (4.3)

4.2 Derivada material do divergente de um tensor de terceira ordem

Suponha agora que se deseja calcular a derivada material do divergente de um
tensor de terceira ordem S, isto é ˙(div S). Aqui v é o campo de velocidade.
Sabendo que

˙(div S) = div Ṡ− (gradS)(gradv)T . (4.4)

resulta

˙(div S)
T
a = ˙(div (STa)) = div ˙(STa)− (grad (STa))(gradv)T =

(div Ṡ)Ta− ((gradS)(gradv)T )Ta =

[(div Ṡ)T − ((gradS)(gradv)T )T ]a, (4.5)

do que se obtém

˙(div S)
T

= (div Ṡ)T − ((gradS)(gradv)T )T , (4.6)

e portanto, transpondo ambos os membros

˙(div S) = div Ṡ− (gradS)(gradv)T . (4.7)

Observe que aqui a operação (gradS)(gradv)T envolve a aplicação de um
tensor de quarta ordem em um de segunda ordem, resultando um tensor de
segunda ordem, pelo que a expressão faz sentido. No processo para achar esta
expressão usou-se o seguinte fato

(grad (STa))(gradv)T = ((gradS)(gradv)T )Ta, (4.8)
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onde gradS é o gradiente de um tensor de terceira ordem, que resulta um de
quarta ordem. Para entender melhor esta identidade vejamos em componentes
como resulta

(grad (STa))(gradv)T =

∂Sijk

∂xl

ar(((ei ⊗ ej ⊗ ek)
Ter)⊗ el)

∂vp

∂xq

(ep ⊗ eq)
T =

∂Sijk

∂xl

ai(ej ⊗ ek ⊗ el)
∂vp

∂xq

(eq ⊗ ep) =
∂Sijk

∂xl

∂vl

∂xk

aiej =

∂Sijk

∂xl

(ej ⊗ ei ⊗ ek ⊗ el)
∂vp

∂xq

(eq ⊗ ep)arer =

∂Sijk

∂xl

∂vl

∂xk

(ei ⊗ ej)
T arer = ((gradS)(gradv)T )Ta. (4.9)

5 Resultados envolvendo integrais no domı́nio e no contorno

Nesta seção apresentam-se alguns resultados integrais estendidos a tensores de
terceira ordem. Considera-se sempre que Ω é um domı́nio conexo com contorno
suficientemente regular de forma que os teoremas da divergência possam ser
aplicados.

5.1 Teorema da divergência para tensores de terceira ordem

Vejamos que o seguinte resultado é válido

∫

Ω
div S dΩ =

∫

∂Ω
Sn d∂Ω. (5.1)

Para isto note que, dado um tensor arbitrário e utilizando o teorema da di-
vergência obtém-se

[∫

Ω
div S dΩ

]
·A =

∫

Ω
div S ·A dΩ =

∫

Ω
div (S

1
T A) dΩ =

∫

∂Ω
S

1
T A · n d∂Ω =

∫

∂Ω
A · Sn d∂Ω =

[∫

∂Ω
Sn d∂Ω

]
·A, (5.2)

e o resultado segue.

Considere agora que S = u⊗ S, então a aplicação direta da (5.1) juntamente
à (3.30) resulta

∫

Ω
div S dΩ =

∫

Ω
div (u⊗ S) dΩ =

∫

Ω
[u⊗ div S + (∇u)ST ] dΩ, (5.3)
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e ∫

∂Ω
Sn d∂Ω =

∫

∂Ω
(u⊗ S)n d∂Ω =

∫

∂Ω
u⊗ (Sn) d∂Ω. (5.4)

Logo, segue-se que

∫

Ω
[u⊗ div S + (∇u)ST ] dΩ =

∫

∂Ω
u⊗ (Sn) d∂Ω. (5.5)

Por outro lado seja S = S⊗u, então a aplicação direta da (5.1) juntamente à
(3.28) resulta

∫

Ω
div S dΩ =

∫

Ω
div (S⊗ u) dΩ =

∫

Ω
[(div u)S + (∇S)u] dΩ, (5.6)

e ∫

∂Ω
Sn d∂Ω =

∫

∂Ω
(S⊗ u)n d∂Ω =

∫

∂Ω
(u · n)S d∂Ω. (5.7)

Logo, segue-se que

∫

Ω
[(div u)S + (∇S)u] dΩ =

∫

∂Ω
(u · n)S d∂Ω. (5.8)

5.2 Teorema integral para o gradiente de um tensor de segunda ordem

Vejamos agora que o seguinte resultado é válido

∫

Ω
∇S dΩ =

∫

∂Ω
S⊗ n d∂Ω. (5.9)

Para isto note que, dado um vetor arbitrário e utilizando o resultado que
estabelece que ∫

Ω
∇u dΩ =

∫

∂Ω
u⊗ n d∂Ω, (5.10)

obtém-se

[∫

Ω
∇S dΩ

]T

· a =
∫

Ω
(∇S)Ta dΩ =

∫

Ω
∇(STa) dΩ =

∫

∂Ω
(STa)⊗ n d∂Ω =

∫

∂Ω
(S⊗ n)Ta d∂Ω =

[∫

∂Ω
S⊗ n d∂Ω

]T

· a, (5.11)

e o resultado segue.

5.3 O teorema de Green para expressões tensoriais

Lembre que o teorema de Green para campos escalares u, v estabelece o
seguinte ∫

Ω
u4v − v4u dΩ =

∫

∂Ω
(u∇v − v∇u) · n d∂Ω. (5.12)
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Suponha agora que se tem um campo vetorial u e um campo tensorial S e se
tem a seguinte expressão

∫

Ω
[(4S)u− S(4u)] dΩ, (5.13)

que dá como resultado um vetor. A continuação se vê que de alguma forma é
posśıvel levar os termos ao contorno assim como foi feito no caso de campos
escalares.

Primeiro observe que

div (S∇u) = (∇S)(∇u) + S div (∇u), (5.14)

e portanto, lembrando que div (∇u) = 4u, resulta

S(4u) = div (S∇u)− (∇S)(∇u), (5.15)

onde usou-se a expressão obtida anteriormente para div (ST), onde S,T são
tensores de segunda ordem. Por outro lado seja a ∈ V arbitrário. Considere a
definição do divergente de um tensor de segunda ordem

(
div

[
((∇S)

1
T u)T

])
· a = div

[
((∇S)

1
T u)a

]
. (5.16)

Utilizando sucessivamente as identidades (2.38), (3.22), (3.5), (3.41) e final-
mente aplicando as definições de produto escalar obtém-se o seguinte

div
[
((∇S)

1
T u)a

]
= div

[
(∇S)

1
T (a⊗ u)

]
=

(∇S) · ∇(a⊗ u) + (a⊗ u) · div (∇S) =

(∇S) · (a⊗∇u) + (a⊗ u) · 4S = a · ((∇S)(∇u) + (4S)u) . (5.17)

Assim sendo, da arbitrariedade de a resulta o seguinte

div
[
((∇S)

1
T u)T

]
= (∇S)(∇u) + (4S)u, (5.18)

e portanto

(4S)u = div
[
((∇S)

1
T u)T

]
− (∇S)(∇u). (5.19)

Subtraindo a (5.15) da (5.19) tem-se

(4S)u− S(4u) = div
[
((∇S)

1
T u)T

]
− div (S∇u). (5.20)

Integrando ambos os membros desta identidade no domı́nio Ω e aplicando o
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teorema da divergência resulta

∫

Ω
[(4S)u− S(4u)] dΩ =

∫

Ω

[
div

[
((∇S)

1
T u)T

]
− div (S∇u)

]
dΩ =

∫

∂Ω

[[
((∇S)

1
T u)T

]
− (S∇u)

]
n d∂Ω. (5.21)

Ainda é posśıvel simplificar mais a expressão como segue

∫

Ω
[(4S)u− S(4u)] dΩ =

∫

∂Ω
[((∇S)n)u− (S⊗ n)∇u] d∂Ω, (5.22)

que é o resultado buscado. Ou, equivalentemente, em termos das derivadas na
direção da normal tanto do campo u como do campo S é

∫

Ω
[(4S)u− S(4u)] dΩ =

∫

∂Ω
[((∇S)n)u− S(∇u)n] d∂Ω. (5.23)

Esta expressão é uma generalização do teorema de Green para campos veto-
riais e tensoriais.

6 Outras operações entre tensores de terceira e de segunda ordem

Nas seções apresentadas realizou-se de forma natural a operação da aplicação
de um tensor de terceira ordem S a um tensor de segunda ordem T resultando
em um vetor a, isto é

ST = a ∈ V. (6.1)

Nesta operação está envolvida a condensação dos dois últimos ı́ndices do tensor
S com os dois ı́ndices do tensor T.

Considere agora a aplicação de um tensor de segunda ordem T a um tensor
de segunda ordem R, que dá como resultado um tensor de segunda ordem U,
isto é

TR = U ∈ Lin. (6.2)

Aqui a operação envolve a condensação do último ı́ndice do tensor T com o
primeiro do tensor R. Tomando como base esta operação, observe que para
tensores de terceira ordem é posśıvel definir uma operação na qual um tensor
de terceira ordem S aplicado sobre um tensor de segunda ordem T dê como
resultado um tensor de terceira ordem R, isto é, definir a seguinte operação

S �T = R ∈ W . (6.3)

Esta operação envolve a condensação do último ı́ndice de S com o primeiro de
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T, em efeito, em componentes resulta

R = SijkTpq(ei ⊗ ej ⊗ ek) � (ep ⊗ eq) =

SijkTpqδpk(ei ⊗ ej ⊗ eq) = SijkTkq(ei ⊗ ej ⊗ eq). (6.4)

Assim, a componente Rijk é dada por

Rijk = SijsTsk. (6.5)

Analogamente, pode-se definir a operação entre dois tensores S e T de terceira
ordem como segue

S � T = R ∈ Lin, (6.6)

onde aqui os últimos dois ı́ndices do tensor S condensam com os dois primeiros
do tensor T resultando em um tensor de segunda ordem R. De fato, neste caso
é

R = SijkTrst(ei ⊗ ej ⊗ ek) � (er ⊗ es ⊗ et) =

SijkTrstδrjδsk(ei ⊗ et) = SijkTjkt(ei ⊗ et). (6.7)

Assim, a componente Rij é dada por

Rij = SirsTrsj. (6.8)

Com esta definição observe que para S = u⊗U e para R = V ⊗ v é

S � R = (u⊗U) � (V ⊗ v) = (U ·V)(u⊗ v). (6.9)

Trabalhando com estas definições é posśıvel definir todo um grupo de relações
envolvendo tensores de terceira ordem, tensores de segunda ordem e vetores.

7 Temas em aberto

Ainda é posśıvel estender várias das operações com vetores e tensores de se-
gunda ordem para tensores de segunda ordem e de terceira ordem respecti-
vamente. Um exemplo seria definir a operação do produto vetorial entre um
tensor S e um vetor a, ou entre dois tensores S e T, ou seja

S× a

S×T
(7.1)

Assim poderia ser definida a operação rotacional de um tensor somente em
termos do gradiente do tensor. Uma tentativa seria a seguinte

curlT× a = (∇T− (∇T)T )a. (7.2)
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O tratamento de tensores de quarta ordem é totalmente análogo. Porém, à
medida que aumenta o grau do tensor é óbvio que aumentam as definições
necessárias junto com as operações posśıveis. Um exemplo disto é como definir
o transposto de um tensor de quarta ordem. Para isto podem-se definir vários
tipos de transpostos. Por exemplo, dado o tensor S de quarta ordem

S = Sijkl(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el), (7.3)

as seguintes operações de transposição podem ser definidas

ST = Sijkl(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
T = Sijkl(ek ⊗ el ⊗ ei ⊗ ej), (7.4)

ST = Sijkl(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
T = Sijkl(ej ⊗ ei ⊗ ek ⊗ el), (7.5)

ST = Sijkl(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
T = Sijkl(ei ⊗ ej ⊗ el ⊗ ek), (7.6)

ST = Sijkl(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
T = Sijkl(ej ⊗ ei ⊗ el ⊗ ek). (7.7)
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