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Resumo

Neste trabalho aborda-se o tratamento de tensores de terceira ordem visando estab-
elecer, em notacao intrinseca, as operacoes usuais e basicas da mecéanica do continuo.
Isto devido a que a notacao intrinseca permite trabalhar sem levar em consideracao
o sistema de coordenadas o que constitui uma clara vantagem frente a outras formas
de trabalho.

Palavras chave: Mecéanica do continuo, dlgebra tensorial, calculo tensorial.

1 Introducgao

A notacao intrinseca, isto é, independente do sistema de coordenadas, é usada
amplamente na mecanica do continuo. Se bem esta forma de trabalho oferece
numerosas vantagens, os textos classicos, como por exemplo o livro de M.E.
Gurtin", limitam a sua apresentacio aos casos de tensores de segunda ordem.
O tratamento dos tensores de terceira ordem em forma intrinseca nao constitui
uma extensao trivial do tratamento dos tensores de segunda ordem, embora
tais tensores de ordem superior aparecam freqiientemente em diversos campos
da mecanica do continuo aplicada.

Estas notas propoem estabelecer um ponto de partida para trabalhar de forma
intrinseca com tensores de terceira ordem. Desta forma sera possivel levar a
cabo diversas defini¢oes de operacoes envolvendo tensores de segunda ordem
utilizando as propriedades das operagoes com tensores de terceira ordem. Um
exemplo disto é o caso do divergente de um campo tensorial o qual poderia
ser definido a partir do gradiente de tal campo tensorial.
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2 Algebra e calculo tensorial

2.1 Preliminares

Denota-se por V' o espago dos vetores (tensores de primeira ordem), por Lin o
espacgo dos tensores de segunda ordem e por ultimo W o espaco dos tensores
de terceira ordem. Estes tensores de terceira ordem sao aplicagoes lineares da
forma

S:Lin—V ou S:V — Lin, (2.1)

isto é, podem ser aplicados a elementos de V' (vetores), como a elementos de
Lin (tensores de segunda ordem). Para simplificar a apresentagao daqui por
diante denotam-se, os elementos de V', por letras minisculas (por exemplo a),
os elementos de Lin por letras maitsculas (por exemplo T) e finalmente os
elementos de W por maidsculas em um tipo de letra diferente (por exemplo
S). Em relagdo aos vetores de uma base arbitrédria, os elementos de cada um
dos espacos acima apresentados pode ser escrito como

acV a = a;e;,
T - Ll’ﬂ T = Tij(ei X ej), (22)
Sew S:Sijk(ei@)ej@ek).

Esta forma de colocar os elementos de cada espago sera utilizada para verificar
as expressoes intrinsecas das operagoes entre os elementos dos espagos V', Lin
e W.

Em componentes, a aplicagao de um tensor de terceira ordem em um de se-
gunda ordem lé-se como segue

ST = Siju(e; ® e ® ex)Ty(ep ® €g) = SijrTieeile; - ep)(ex - eg) =
Sijkqu(Sjpékqei = ijijkei = a, (23)

e da mesma forma

Sa= Szjk(ez X €; X ek)arer = Sijkar(ei X ej)(ek . er) =
Sijkar(skr<ei & ej) = Sijkak(ei ® ej) =T. (24)

Isto significa que a aplicacao entre estes elementos implica que os indices
internos condensam.
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2.2 A operacao transposto de um tensor

De forma natural, dentro do espaco Lin é possivel definir a operacao de trans-
posicao de tensores de segunda ordem como segue

a-Tb=T"a-b. (2.5)

Tal identidade deve manter-se quando trabalha-se em componentes, portanto
note que

a;e; - Tir(e; ® eg)bmen, = a;Tj1bn0midji = a;T;;b;, (2.6)
Tii(e; @ e;)akey, - by, = Tijarby,0ki0m; = a;Ti;b;. .

do que se segue-se que a operagao de transposicao deve estar definida da
seguinte forma
TT = Tl-j(ej (%9 ei). (27)
Note que a operacao de transposicao acima apresentada pode ser colocada
equivalentemente pela seguinte definicao
T-(a@b)=T" . (b®a), (2.8)
em efeito, por um lado note que
T (a®b) =Tjaby(e; @ e€;) - (e, ® €g) = Tapby0yi0q; = Tijasbj,  (2.9)

enquanto que por outro lado é

T? - (b®a) = (T");byaq(e; @ €5) - (€, ® €g) = (T7)i;bpa40pi04; =
(TT)ijbiaj = (TT)jial-bj, (210)
e portanto
Ty = (T7)i, (2.11)
que é o resultado equivalente ao obtido anteriormente.

Em forma andloga é possivel definir a operacgao de transposigao para elementos
de W. Assim, escreve-se o seguinte

a-ST=S"a-T, (2.12)
Sa-T=a-STT. (2.13)

Novamente, tal identidade deve manter-se quando trabalha-se em compo-
nentes, portanto note que

ame€nm - Sijr(e; ® e; @ er)Thg(ep @ €q) = amSijkTpe0piOqkdim
= Clz'Sz'jijk,

Sijk(€; © € © €;)amen - Tpq(ep © €q) = Sijhtm Tpg0midp;Og
= Sz‘jkaz'Tjk,

(2.14)
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do que se segue-se que a operagao de transposicao deve estar definida da
seguinte forma

ST = Sijk(ej Xer X ei). (215)
Assim como para tensores de segunda ordem deu-se uma defini¢ao alternativa
totalmente equivalente da operacao de transposicao, aqui também é factivel
estabelecer a correspondente definicao como segue

S-(a®b®c)=8"-(b®c®a). (2.16)
De fato, observe por um lado que

S-(a®b®c)= Sijkarbsct(ei ®e;® ep) (e, ®e;®e) =
Sijkarbsct5ri5sj5tk = Sz’jlcaibjck7 (2'17>

enquanto que por outro lado

sT. (b®c®a)= (ST)ijkbrcsat(ei Ke;® ep) (e, Qe ®e) =
(ST)ijkbrcSaténésjdtk = (ST)ijkbiCjak = (ST)jkiaibjCk, (218)
e portanto
Sijk = (ST)jkia (219>

que é o resultado equivalente ao obtido anteriormente.

A partir desta definicao que satisfaz a propriedade da transposicao no sentido
do produto interno é possivel obter de forma direta as seguintes relacgoes

Sl

(ST)T = Sirler e ®ej) =

: (2.20)
((ST)T)T = Sij(ei®e; ®e;) =S.

S
S (2.21)

Suponha agora que o tensor de terceira ordem é dado pela seguinte combinagao
entre um elemento de V' e um elemento de Lin

S=u®S§. (2.22)
Da (2.15) segue-se que
S'=u®sS)’=S®u (2.23)

Considere agora que o tensor de terceira ordem é dado pela seguinte com-
binacao entre um elemento de V' e um elemento de Lin

S=S®u (2.24)
Da (2.15) e da (2.20) segue-se que

ST=S®u’ =ues)T. (2.25)
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Desta forma verifica-se que

(ST =S@u=((Sou)’)) =
(ueS)") ) =ues) =Sou (2.26)

2.8 Algebm tensorial

Agora é preciso ver como transforma um tensor de terceira ordem dado por
S = u® T quando aplicado a vetores e a tensores de segunda ordem. Observe
entao que

De fato, em componentes tem-se

(u®T)S = uTjk(e; ® € @ ex)Spy(e, ® €g) =
uﬂ’ijpqépjéqkei = uiTijjkei = (T . S)u, (229)

(U T)v =uTj(e; ®e; @ ey)vee, = uTjpv.0p1(€; @ ) =
uiTjrve(e; ® €j) =u® (Tv). (2.30)

Analogamente, seja o tensor de terceira ordem dado por S = T ® u. Quando
aplicado a vetores e a tensores de segunda ordem resulta entao

(T ® u)S = TSu, (2.31)
(T®u)v=(u-v)T. (2.32)

De fato, em componentes tem-se

(T®@u)S = Tijuk(e; @ e; @ ex)Sy(e, ®e,) =
ﬂjukSpqéméqkei = Tiijkukei = TSU, (233)

(T@u)v =Tjur(e; ® e; @ ey)vre, = Tjjupv.o,p(€; @ ;) =
Tijukvk(ei X ej) = (11 . V)T (234)
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Com as defini¢oes dadas acima é possivel obter o seguinte

(Tev)a=(TTa)®v, (2.35)
(Tev)'s =178y, (2.36)
(STu)v = (Sv)"u (2.37)
S(v®u)=(Su)v. (2.38)

Para isto, note que

(Tev)'a=T; (e, @e; ® ek)Ta e, =T, vp(e; R e, ®e;)ae, =
Tiopa:0,4(e; @ ey) = Tijavp(e; @ ep) = (TTa) @ v,  (2.39)
(T® V>TS =Tijvr(e; ® e; ® ek)T pq(ep ®e,) =
Tijur(e; @ e ® €;)Spy(ep @ eg) = TijurSpgdprdgie; =
T

S;ﬁvkej TTS (240)
(STu)V =S;jk(e; ® e; ® ek)Turervses =
Sijk(ej Kep® ei)urervses = Sijkurvsériésk =

Sijkvkui = (SV)T (241)

S(veu) =5i(e; ®e; ® ep)vus(e, ® es) = S50 us0p 05 =
S”kukv] = (Su) . (242)

Uma operagao que sera util no futuro é a seguinte transformacao
(T @ u)’'S” = TSu = (T ® u)S. (2.43)

Em efeito, em componentes vé-se que

(TT ® U—)TST = Twuk((ei ® ej>T ® ek)TSpq(ep ® eq)T =
Tijur(e; ® e; ® er)” Spe(eg ® €,) = Tijui(e; ® e, ® €;)Sy(e, ®ey,) =
Z]ukSpqéqk(Spjei = ,JuijkeZ = TZ]Sjkukei = TSu. (244)

Vejamos agora algumas operagoes que podem ser 1teis. Da definicao dada para
o transposto de um tensor de terceira ordem resulta que, sendo S =u® S e
T = v ® T resulta

S T=u®S)-(vaT)=(u-v)(S-T), (2.45)
S T'=(u®8) (T®v)=TSv-u, (2.46)
S TT=u®S) (Tev)" =STu-v. (2.47)
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A continuagao sao provadas estas identidades

(u®S)- (veT)=wSjle,de;@e;)  v,Ty(e, ®e;®e) =
uiSjkvrTstémésj(Stk uviSjijk = ( ) ), (248)
(u®S) - (TV)=wSjk(e,de; ®e;) - Tsvi(e, ®es;®e) =

uiSjkTTsvtériésjétk = Tiijkvku,- =TSv - u, (249)
u®Ss) (Tev)! =u;Sik(e; ®e; ®ei) - Trsu(es e @e,)
uisjkTrsvtésiétj(Srk == Sjkaiuin =STu-v. (250)

2.4 Cllculo tensorial

As definigoes correspondentes as operacoes de gradiente e divergente sobre
campos vetoriais, tensoriais de segunda ordem e tensoriais de terceira ordem
sao as seguintes

ou ou; du;

Vu = pr. ® e, = . (e; ®ey), (2.51)
VS = gmsk R ey = gSZ (e;®e; R ey), (2.52)
divu = (;9; e = gz:, (2.53)
divs = gxsk e, = 8;;’“ (2.54)
divs = gji ep = 0gzk(ei ®e;). (2.55)

Assim sendo, pode-se ver que é valida a seguinte relagao para um tensor de
segunda ordem que é o gradiente de um vetor

(V(Vu)T = V((Vu)?). (2.56)
De fato observe que
1 82ui 1 (‘92ui
(V(Vu))r = m(ei Qe;®ep)T = Drd, (er®e ®ej) =
0
%(Vu)ik(ek ®e; ®e;) = V((Vu)), (2.57)
J
onde usou-se o fato de ser 8g:g;k = afig;j . Como conseqiiéncia direta segue-se
que
V(Vu) = (V((Vu)")~. (2.58)

Tendo definido as operacoes bésicas com os tensores de terceira ordem pode-
se passar a estabelecer resultados em forma intrinseca envolvendo esta classe
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de elementos. Desta forma, no que segue a partir da secao 3 usar-se-ao su-
cessivamente as defini¢oes aqui apresentadas sem detalhar as correspondentes
referéncias para evitar estender o texto.

Vale a pena mencionar que a partir daqui assume-se que os campos envolvidos
sao suficientemente regulares de forma que as operagoes realizadas sobre estes
estejam bem definidas.

2.5 Uma definicao alternativa da operacao transposto

Observe que na secao 2.2 a operagao transposto de um tensor de terceira
ordem foi definida da seguinte forma

S-(a®b®c)=S" - (b®c®a), (2.59)
equivalente a seguinte

a-ST=S"a-T, (2.60)
Sa-T=a-STT. (2.61)

Entretanto aqui vale a pena salientar que outra definicao da operagao de trans-
posicao ¢é possivel. Esta outra defini¢ao, que ¢ introduzida em [2], é a seguinte

S-(a®b®c)=8"-(c®a®b), (2.62)
equivalente a seguinte

Sa-T=a-S"T, (2.63)
a-ST=S7a-T. (2.64)

Comparando as expressoes anteriores vé-se que a operagao transposto (-)7
definida pelas (2.60)-(2.61) corresponde & operacio inversa de transposto (-)7
—ou equivalentemente (-)7 — segundo a definicdo dada pelas (2.63)-(2.64). Ao
adotar esta definicao alternativa obtém-se resultados equivalentes aqueles en-
contrados nas secoes que seguem onde a diferenca aparece na operacao trans-
posicao dos tensores de terceira ordem. Um exemplo simples disto é o caso
do gradiente de um tensor de terceira ordem. O resultado segundo a defini¢ao
(2.59) é aquele obtido na segao 3.1 que é apresentado com antecedéncia aqui

V(STa) = (VS)Ta, (2.65)

enquanto que a correspondente expressao envolvendo a definigao (2.62) seria
a seguinte

V(STa) = (VS)Ta = ((VS)T) a. (2.66)
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3 Resultados envolvendo derivadas

Nesta secao sao apresentados alguns resultados ja conhecidos sem a necessi-
dade da definicao das operacgoes com tensores de terceira ordem. Entretanto,
acrescentam-se resultados que requerem necessariamente do conhecimento das
transformacoes envolvidas nas operagoes com tensores de terceira ordem.

3.1  Gradiente de um tensor de sequnda ordem S

o gradiente de um tensor de segunda ordem T ¢é aquele tensor de terceira
ordem que satisfaz o seguinte

V(STa) = (VS)Ta. (3.1)

Para ver que esta operacao estda bem definida note que

0 054
V(STa) = a—m(Sijam)[(ei ®ej) e, e, = %Ijamémi(ej ®ey) =
0S;;
Tmai(e]‘ ® ek), (32)
enquanto que por outro lado é
(VS)'a = gi;j(ei Qe ® er) ane, = a@i: (e; ® e @ €;)amen, =
0S;; 0S;;
6@3 am&m-(ej X ek) = %]:ai(ej & ek). (33)
Assim sendo, comparando a (3.2) e a (3.3) resulta que
V(STa) = (VS)Ta. (3.4)

Suponha agora que o tensor de segunda ordem ¢ da forma S = u® v. O
seguinte resultado é valido

Viuev)=(u® Vv)+ (Vu)l e v). (3.5)

Para provar este resultado observe que pelo resultado dado pela (3.1) segue
que
V(veu)a) = (Vuev))a (3.6)

No entanto, sabe-se que

V(iveua)=V((a-u)v)=(a-u)Vv+vaV(a-u) =
(Vveuwa+ve (Va)la)=[(Vveu) + (ve (Vu)ha (3.7)

9 de 22



Tensores de terceira ordem Mecanica do Continuo

Vendo a (3.6) e a (3.7) obtém-se que
(Vu®v)" = (Vveu) +(ve (Vu)'), (3-8)

e portanto

Sl

Sl

Vuev) = ((Vuev))T = (VveuwT + (ve (Vu)T)

(W@ Vv)+ (Vo) @v)", (3.9)
onde usou-se a (2.23) e a (2.25). Logo, obtém-se que
Viuev)=(ueVv)+ (Vu)l ev). (3.10)

Vejamos isto em componentes para verificar a expressao encontrada. Note
entao que

0
Vu®v)= @(Ui%)(ei RejQe;) =

0, (e, ®e; ®ey) +
Ui (€ j Uj
Oy J k J

Uy

Dy,

ov; Ou,
ue; ® a—xi(ej ®ey) + Ujaixk(ek Re ®e;) =

(ei®e; @ey) =

ov; ou; T !
U€; & Tu(ej & ek) + %(el ® ek) ® vj€; =
(u® Vv)+ (Vu)" @v)". (3.11)

Desta forma verifica-se a expressao encontrada acima.

3.2  Diwergente de um tensor de sequnda ordem S

A partir do resultado da se¢ao anterior é possivel obter o seguinte resultado
envolvendo o divergente da composicao de tensores de segunda ordem. Vejamos
a expressao do div (ST), para tanto é

div (ST) - a = div ((ST)"a) = div (T?S%a) = T - V(S”a) + S”a - divT =
(VS)T-a+a-SdivT =[(VS)T +SdivT]-a, (3.12)

do que se obtém
div (ST) = (VS)T + SdivT. (3.13)

Considere agora T = I o tensor identidade, entao da (3.13) segue-se que

divs = (VS)I, (3.14)
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que estabelece uma definicao alternativa para o divergente de um tensor. Em
componentes verifica-se que esta expressao esteja correta

0S;;
(e; ®e; ® ey)dp (e, ®ey) = %]jéjkei
8Sij

- an

|
(VS =5

e; =divS. (3.15)

Logo, a definicao alternativa é vélida.

Considere agora o caso em que S = u® v, entdo, utilizando a (3.5) e a relagao
(2.43), observe que

diviuev) = (Vuev)I=(u Vv)I+ (Vu)! @ v)'T=
uw(Vv-I) + (Vul)v = udivv + (Vu)v, (3.16)

e portanto reobtém-se o conhecido resultado

div(u®@v) =udivv + (Vu)v. (3.17)

3.8 Divergente de um tensor de terceira ordem S

Observe que a seguinte definicao do divergente de um tensor de terceira ordem
é valida

div (S7a) = (divS)’a, (3.18)
em efeito, vé-se que
div (STa) = 865‘:;]]6 (ei ® €; ® ek)TaTeT e, = a;;jk (ej K e ® ei)aTeT e; =
S, 95, |
%;Caréﬂ(ej ® er)es; = #aidskej = %aiej = (divS)Ta. (3.19)

Entretanto, note que também ¢é vélida a seguinte expressao
div(STA) = (divS) - A, (3.20)

de fato, vé-se que

1 @Sz 1
div(STA) = ax]k (e, ®e; ®ep)TAy(e,®e,)e, =
0S;; 05,
#(ek ® e ®e;)Ap(e, ®eg) e = 0$ik Apq0pidq;Osk =
050
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Outros resultados envolvendo o divergente de um tensor de terceira ordem po-
dem ser obtidos. A continuagao apresentam-se dois destes resultados. Vejamos
que o seguinte resultado ¢é valido

div(STT) =S - VT + T - divS. (3.22)
Vejamos que o resultado vale quando visto em componentes

0

div (STT) = 2 (SiuTpa) (e @ &) ® €1)T (e, @ € )e, =
0 0
%(Sijkqu)(ek e ®ej)(e,®e e, = %(Smqu)(Spﬁqﬂsk =
o) 0T ISijk :
875(%(ka71”) == T:L‘kswk + T{Ekﬂj == S -VT + (le S) -T. (323)

Da mesma forma é valido o seguinte resultado
div (§"u) = (divS)"u+ 8" (Vu)”’. (3.24)

Vejamos este resultado de forma intrinseca. Para isto é necesséario utilizar
sucessivamente varios dos resultados obtidos anteriormente, razao pela qual
somente os mais importantes sao mencionados. Da definicao do divergente de
um tensor de segunda ordem e dos resultados dados pelas (3.5) e (3.22) resulta

div (STu) - a = div ((STu)"a) = div (((S7)Ta)u) = div (ST)" (u ® a)) =
div(S%(u®a)) =S-V(u®a)+ (divsS) - (u®a) =
S-(Vu)T ®a)” + (divS)"u-a=S7-((Vu)’ ®a) + (divs) u-a =
Sta- (Vu)” + (divS)Tu-a=a- (S7)7(Vu)” + (divS)"u-a =
S"(Va)” + (divS)"u] -a. (3.25)

onde na terceira linha foi aplicado a operagao inversa da transposi¢ao a ambos

os tensores de terceira ordem e onde se usou o fato de ser (S%)% =S”. Logo
o resultado (3.24) é valido.

Um outro resultado vélido é o seguinte
div (¢S) = ¢divS + SV. (3.26)

Para isto observe que, usando a definicao do divergente de um tensor de ter-
ceira ordem tem-se

[div (¢S)]"a = div (pSTa) = pdiv (STa) + STaVy =
o(divS)Ta + (SVp)Ta = [p(divS) + (SVp)|Ta, (3.27)

e o resultado segue.
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Considere agora o tensor de terceira ordem S = S ® u, entao resulta
div(S®u) = (divu)S + (VS)u. (3.28)

Para ver isto note que da definicao do divergente de um tensor de terceira
ordem tem-se

[div (S ® u)]Ta = div ((S ® u)’a) = div ((STa) ® u) = STadivu+V(STa)u
(divu)STa+ ((VS)Ta)u = (divu)STa + ((VS)u)'a =
[(divu)S + (VS)u]"a. (3.29)

Logo, transpondo obtém-se o resultado buscado.

Considere agora o tensor de terceira ordem S = u ® S, entao resulta
div(u®8) =u®divS + (Vu)S”. (3.30)

Para ver isto note que da definicao do divergente de um tensor de terceira
ordem tem-se

[div (u® S)]'a = div ((u® S)Ta) = div ((S ® u)a) = div ((a-u)S) =
(a-u)divS+SV(a-u) = (divS ® u)a+ S(Vu)'a =
[(u®divS) + (Vu)S?]"a. (3.31)

Logo, transpondo obtém-se o resultado buscado.
3.4 Gradiente de expressoes envolvendo tensores de sequnda ordem

Primeiramente observe que a seguinte identidade vale
V(S™u) = (VS)'u+ S"vu (3.32)

De fato, o resultado segue de considerar primeiro constante u e aplicar a
definicao do gradiente de um tensor de segunda ordem e logo considerar S
constante, obtendo diretamente a expressao de acima. Em componentes a
verificagao é a seguinte

V(STu) = a—mk(Sijui)(ej ®ey) = —ax]ui(ej ® er) + a—kai-(ej ®eg) =
85’1 8111,«
87]5(81‘ (%9 €; (059 ek)TureT + Sl-j(ei & ej)Taixk(eT X ek) =

(VS)Tu +S"Vu. (3.33)
De forma anéloga, para uma funcao escalar ¢ obtém-se o seguinte resultado

V(gS) = ¢o(VS) +S ® V. (3.34)
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Para isto note que
Sij
(e e @)

o
+Syz (e @ ®e) = ¢(VS) +86 V. (3.39)

0
——(pSij)(ei®e; @ey) =

V(eS) = pr

Vejamos agora que € valido o seguinte

S

V(S-T) = (VS)TT + (VT)TS. (3.36)

Para ver isto note que, da (3.22) e da (3.28) e chamando ST = (a®T), tem-se
S = T ® a, e portanto resulta

V(S-T) a=div((S-T)a) =div((a® T)S) =
(T®a)-VS+S-div(T®a)=((VS)a)- T+S-((VT)a) =
a-(VS)TT + (VI)TS-a=[(VS)TT + (VI)7S]-a, (3.37)

e o resultado segue. Vejamos isto em componentes

0
V(s8-T) = @(Siijq)(ei ®ej) (e, ®eg) = aixk(s Tpg)0pidqj =
0 0S;; oT; 0Sij 1
%(SijTij) = T]T a2, 28 = B2, (i ®e; ®er)TTh(e, @ ey)
T5j 1 1
B lle;®e; ® ek) Spe(e, ®e,) = (VS)TT + (VT)TS. (3.38)
T,

3.5 O laplaceano de um tensor de sequnda ordem

A partir daqui é possivel estabelecer uma definicao para a operacao na qual
se obtém o laplaceano de um tensor, que é um outro tensor. Do visto até aqui
conclui-se que, dado S € Lin, tal operacao denotada por AS é definida como
sendo

AS = [V(VI)I, (3.39)
onde vale a pena observar que o tensor V(VS) é de quarta ordem. Desta forma
veja que o tensor AS é o seguinte

0 0
AS = SHIT=
VS |5
%S, 825
8a:k8;cl (e;Re; ®e,®e)ds(e ®es) = o0 L (e; @ ;)0 =
225,
8xk8xk

Sij(ei®ej) ® ek] ® el] drs(e, @ey) =

(e; ®ej;). (3.40)
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Note que, em outras palavras, o que se obtém é o laplaceano de cada uma das
componentes do tensor S. Outra forma equivalente de escrever o laplaceano
de um tensor de segunda ordem é a seguinte

AS = div (VS), (3.41)
em efeito, definindo o divergente de um tensor de terceira ordem como sendo
divS = (VS)I, (3.42)

tem-se
div (VS) = [V(VS)|I = AS. (3.43)

3.6 Um exemplo interessante

Um bom exemplo do potencial de trabalhar de forma intrinseca com tensores
de terceira ordem é fornecido pela seguinte identidade

V(divv) = div (Vv)’. (3.44)

Por um lado sabe-se que, sendo A € Lin um tensor constante, é

V(S-A) = (VS)TA, (3.45)

e além disso )
(V(Vu)™ = V((Vu)"), (3.46)
) divS = (VS)L (3.47)

Com estes resultados observe que tomando S = Vv resulta

V(divv) = V(Vv-I) = V(S-I) = (VS)TI = (V(Vv))TI =
(V(Vv)DI = div (Vv)T. (3.48)
Logo resulta
V(divv) = div (Vv)T, (3.49)
que é o resultado buscado.

4 Resultados envolvendo derivadas materiais

Nesta secao apresentam-se dois resultados que constituem uma aplicacao es-
pecifica do que foi desenvolvido nas secoes anteriores. Tal aplicacao aparece
usualmente na area de analise de sensibilidade quando abordada de forma
axiomatica através das ferramentas fornecidas pela mecanica do continuo.
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4.1 Deriwada material do divergente de um tensor de sequnda ordem

Suponha que se deseja calcular a derivada material do divergente de um tensor
de segunda ordem S, isto é (divS). Aqui v é o campo de velocidade. Sabendo
que

divu = diva — (gradu)? - grad v (4.1)

resulta

(div S) -a = (div(STa)) = div (STa) — (gr.ad (STa))! - gradv =
divS - a — (grad (S™a)) - (gradv)" = divS-a — (gradS)”a - (grad v)* =
divS-a—a- (gradS)(grad v)" = [divS — (grad S)(grad v)?] - a. (4.2)

Logo, segue-se que

(divS) = divS — (grad S)(grad v)”. (4.3)
4.2 Derivada material do divergente de um tensor de terceira ordem

Suponha agora que se deseja calcular a derivada material do divergente de um
tensor de terceira ordem S, isto é (divS). Aqui v é o campo de velocidade.
Sabendo que _ .

(divS) = divS — (grad S)(grad v)*. (4.4)
resulta
) a= (div(STa)) = div (7a) — (grad (S7a))(grad v)T =

(divS)Ta — ((grad S)(grad v)T)Ta =
[(div S)T — ((grad S)(grad v)")"a, (4.5)

(divS

do que se obtém
(divS)" = (div$)” — ((grad S)(grad v)T)7, (4.6)
e portanto, transpondo ambos os membros
(divS) = div$ — (grad S)(grad v)”. (4.7)

Observe que aqui a operagao (gradS)(grad v)T envolve a aplicagdo de um
tensor de quarta ordem em um de segunda ordem, resultando um tensor de
segunda ordem, pelo que a expressao faz sentido. No processo para achar esta
expressao usou-se o seguinte fato

(grad (S7a))(grad v)* = ((grad S)(grad v)*)"a, (4.8)
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onde grad S é o gradiente de um tensor de terceira ordem, que resulta um de
quarta ordem. Para entender melhor esta identidade vejamos em componentes
como resulta

(grad (S7a))(grad v)* =
O0Sij

ox;
o

ox;

9]
a-(((ei®e; ®ep)e) ® el)aiz);(ep ®e,)" =
q

ov
ai(e; @ ep® el)a—xp(eq Re,) = 90 D a;
q
0Sijk

891:1

ov
(e, e ®e,Re)—(e,Re,)ae, =

Oz,
%gglk g;);(ei ®e;) ae, = ((grad S)(gradv)") a. (4.9)

5 Resultados envolvendo integrais no dominio e no contorno

Nesta secao apresentam-se alguns resultados integrais estendidos a tensores de
terceira ordem. Considera-se sempre que {2 é um dominio conexo com contorno
suficientemente regular de forma que os teoremas da divergéncia possam ser
aplicados.

5.1 Teorema da divergéncia para tensores de terceira ordem

Vejamos que o seguinte resultado é valido

/ divs d2 = [ Sn doQ. (5.1)
Q o0

Para isto note que, dado um tensor arbitrario e utilizando o teorema da di-
vergéncia obtém-se

[/QdideQ}.A:/devs.AdQ:/QdiV(s;A)dQ:

/ STA - ndi= | A SndoQ— [ Sn dag] A, (5.2)
oN 0N oN

e o resultado segue.

Considere agora que S = u ® S, entdo a aplicacao direta da (5.1) juntamente
a (3.30) resulta

: _ . _ : T
/levS dQ_/de(u@S) dQ—/Q[u@)dle—l—(Vu)S 1dQ,  (5.3)

17 de 22



Tensores de terceira ordem Mecanica do Continuo

€
/89 Sn doQ = /m(u @8 do = [ ue(Sn) Ao, (5.4)
Logo, segue-se que
/Q u@divs + (Vu)s") d2 = [ u® (Sn) doo. (5.5)

Por outro lado seja S = S ® u, entao a aplicacao direta da (5.1) juntamente a
(3.28) resulta

/Qdivs Q0 = /Qdiv (S®@u) dQ = /Q[(div WS+ (VS)u] dQ,  (5.6)

/ Sndi0= [ (Sowndd= [ (u-n)S doq. (5.7)
0N 0N oN
Logo, segue-se que

/Q (divw)S + (VS)u] dQ = /a (u-n)S dog (5.8)

5.2 Teorema integral para o gradiente de um tensor de sequnda ordem

Vejamos agora que o seguinte resultado é valido

/ VS d2= [ Son don. (5.9)
Q oN

Para isto note que, dado um vetor arbitrario e utilizando o resultado que
estabelece que

/QVu dQ:/mu@)ndaQ, (5.10)

obtém-se

Cac /Q(VS)Ta dQ = /QV(STa) dQ =

/vs 49
Q

T
T _ T — .
/m(s a)®ndafz_/m(3®n>adaﬂ_{/{ms(gnda@} a, (5.11)

e o resultado segue.
5.8 0O teorema de Green para expressoes tensoriais

Lembre que o teorema de Green para campos escalares u,v estabelece o
seguinte

/ uAv —vAu dS) = (uVv —ovVu) - n doS2. (5.12)
Q Gl
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Suponha agora que se tem um campo vetorial u e um campo tensorial S e se
tem a seguinte expressao

/Q [(AS)u — S(Au)] dQ, (5.13)

que da como resultado um vetor. A continuacao se vé que de alguma forma é
possivel levar os termos ao contorno assim como foi feito no caso de campos
escalares.

Primeiro observe que
div (SVu) = (VS)(Vu) + S div (Vu), (5.14)
e portanto, lembrando que div (Vu) = Au, resulta
S(Au) = div (SVu) — (VS)(Vu), (5.15)
onde usou-se a expressao obtida anteriormente para div (ST), onde S, T sao
tensores de segunda ordem. Por outro lado seja a € V' arbitrario. Considere a
definicao do divergente de um tensor de segunda ordem

(div [((V8)Tw)"]) - a = div [((VS)Tu)a]. (5.16)

Utilizando sucessivamente as identidades (2.38), (3.22), (3.5), (3.41) e final-
mente aplicando as defini¢oes de produto escalar obtém-se o seguinte

div [((VS)Tu)a] = div [(VS)T(a @ u)| =
(VS)-V(a®u) + (a®u)-div (VS) =
(VS)-(a®@Vu)+ (a®@u)-AS=a- ((VS)(Vu) + (AS)u). (5.17)

Assim sendo, da arbitrariedade de a resulta o seguinte

Hl=

div [(VS)Tw)"| = (VS)(Vu) + (AS)u, (5.18)

e portanto
(AS)u = div [((VS)Tu)"| — (VS)(Vu). (5.19)

Subtraindo a (5.15) da (5.19) tem-se

Sl

(AS)u - S(Au) = div [((VS)Tu)"| - div (SVu). (5.20)

Integrando ambos os membros desta identidade no dominio €2 e aplicando o
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teorema da divergéncia resulta
/ [(AS)u — S(Au)] dQ =
Q
di S
/Q [ iv [((V )

Sl

u)T} —div (SVu)} dQ =
AQH«VSﬁUVﬂ—%SVuﬂndml (5.21)

Ainda é possivel simplificar mais a expressao como segue

/Q (ASju—S(Au)] d2 = [ [(VSmu—(S@n)Vu] do0.  (5.22)
que é o resultado buscado. Ou, equivalentemente, em termos das derivadas na
direcao da normal tanto do campo u como do campo S é

/Q (ASyu—S(Aw) d2= [ [(VS)m)u—S(Vun] doQ.  (5.23)
Esta expressao é uma generalizacao do teorema de Green para campos veto-
riais e tensoriais.

6 Outras operacgoes entre tensores de terceira e de segunda ordem

Nas secoes apresentadas realizou-se de forma natural a operagao da aplicagao
de um tensor de terceira ordem S a um tensor de segunda ordem T resultando
em um vetor a, isto é

ST=acel. (6.1)

Nesta operacao esta envolvida a condensacgao dos dois ltimos indices do tensor
S com os dois indices do tensor T.

Considere agora a aplicagao de um tensor de segunda ordem T a um tensor
de segunda ordem R, que da como resultado um tensor de segunda ordem U,
isto é

TR = U € Lin. (6.2)

Aqui a operacao envolve a condensacao do ultimo indice do tensor T com o
primeiro do tensor R. Tomando como base esta operacao, observe que para
tensores de terceira ordem ¢é possivel definir uma operagao na qual um tensor
de terceira ordem S aplicado sobre um tensor de segunda ordem T dé como
resultado um tensor de terceira ordem R, isto é, definir a seguinte operagao

SYT=ReW. (6.3)

Esta operacao envolve a condensacao do tltimo indice de S com o primeiro de
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T, em efeito, em componentes resulta
R = SijiTpe(ei @ e; @ ex) v (e, ®eg) =
SiikLp0pe(€i @ €; ® €,) = SijkTi,(e; R e; ®@e,). (6.4)
Assim, a componente R;;, é dada por
Riji = SijsTs. (6.5)

Analogamente, pode-se definir a operagao entre dois tensores S e T de terceira
ordem como segue

SyT=Re Lin, (6.6)

onde aqui os ultimos dois indices do tensor S condensam com os dois primeiros
do tensor T resultando em um tensor de segunda ordem R.. De fato, neste caso
é

R=25iTalei®ej@e,)y(e,Qe, Qe) =
SiikTrst0rj0si(€; @ €r) = Siji T (e; @ e). (6.7)
Assim, a componente 7;; é dada por
Rij = SirsTrsj. (6.8)
Com esta definicao observe que paraS=u® Uepara R=V v é
SYR=(uoU)y(Veov)=(U-V)uxv). (6.9)

Trabalhando com estas defini¢oes é possivel definir todo um grupo de relagoes
envolvendo tensores de terceira ordem, tensores de segunda ordem e vetores.

7 Temas em aberto

Ainda é possivel estender varias das operagoes com vetores e tensores de se-
gunda ordem para tensores de segunda ordem e de terceira ordem respecti-
vamente. Um exemplo seria definir a operagao do produto vetorial entre um
tensor S e um vetor a, ou entre dois tensores S e T, ou seja

Sxa

S xT (7.1)

Assim poderia ser definida a operacao rotacional de um tensor somente em
termos do gradiente do tensor. Uma tentativa seria a seguinte

curl T x a= (VT — (VT)")a. (7.2)
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O tratamento de tensores de quarta ordem é totalmente andlogo. Porém, a
medida que aumenta o grau do tensor é 6bvio que aumentam as defini¢oes
necessarias junto com as operagoes possiveis. Um exemplo disto é como definir
o transposto de um tensor de quarta ordem. Para isto podem-se definir varios
tipos de transpostos. Por exemplo, dado o tensor S de quarta ordem

S = Sijkl(ei ® €; ®er® el), (73>

as seguintes operagoes de transposi¢ao podem ser definidas

Sin(ei®e;@er®e)’ =Suler@e ®e @e;),
Sin(ei®e; @ep@e)’ = Sijule; @e;® e, e,
Siiki(e; ® e; @ ey ®ez)g Sijki(e;, ®e; ®e ® eg),
Siri(e; ®e; e ®e) = Sjjule; ®e Qe ®ey).
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