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Resumen. En este trabajo se presentan avances preliminares pertenecientes a una linea de investigacion
en curso, orientada al desarrollo de modelos multi-escalas para materiales cuasi-fragiles heterogéneos. El
modelo propuesto sigue el formalismo variacionalmente consistente presentado por de Souza Neto y Fei-
joo (2004) y considera la existencia de dos escalas, acopladas entre sf, a saber: (i) una escala macrosco-
pica cldsica y (ii) una escala meso-mecdanica heterogénea. La respuesta constitutiva de la escala macro se
obtiene tras una homogeneizacion consistente de la respuesta meso-mecdnica. La escala meso-mecdanica
esta constituida por una Celda Unitaria heterogénea. A nivel de la celda unitaria es viable el desarrollo de

mecanismos ineldsticos de degradacién/dafo y, como consecuencia de éstos, la generacién/propagacion
de fisuras. Tales fisuras se incluyen en el modelo meso-mecédnico mediante la incorporacién explicita de
discontinuidades en el campo de desplazamientos (discontinuidades fuertes) y un modelo de tipo cohesi-
vo (traccién vs. salto), que gobierna su evolucién. Este reporte estd especialmente orientado al estudio de
los aspectos cinemadticos-variacionales en los cuales se fundamenta el modelo. A partir de este analisis
surgen las condiciones de borde consistentes a aplicar sobre la frontera de la celda unitaria considerando
la nueva cinemética enriquecida, tales que: (i) sea factible la nucleacién/propagacién de fisuras en la cel-
da unitaria, como asi también (ii) se verifiquen las restricciones necesarias para preservar el concepto de
homogeneizacién de deformacién. En el cuerpo del trabajo se presenta una forma general para formular
y gestionar tales condiciones de contorno. Las modelos clasicos de Taylor, Lineal, Periodico o modelo
con Restriccion cinemdtica minima (traccion uniforme), quedan incluidas en la formulacién propuesta.
Se ha implemetado un modelo 2D de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas com-
patible con la teorfa multi-escala subyacente. Como aplicacién se muestra la resolucién de un problema
simple de celda unitaria heterogénea 1D con generacién de fisuras, sobre el cual hemos obtenido solu-
ciones analiticas. Este ejemplo ha permitido validar los resultados numéricos del modelo 2D, interpretar
conceptos elementales de la metodologia propuesta como asi también verificar aspectos propios de la
implementacién computacional.
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1. INTRODUCCION

La modelizacién de materiales compuestos heterogéneos reviste un grado de complejidad
elevado debido a que el comportamiento constitutivo de éstos estd fuertemente influenciado por
efectos micro-estructurales, tales como: (i) la respuesta mecanica discimil de cada una las fases
constituyentes, (ii) la forma y distribucién espacial que presentan las heterogeneidades, (iii) la
posible variabilidad en sus fracciones volumétricas o proporciones relativas, (iv) la interaccion
entre las fases junto con los procesos ineldsticos que se desarrollan en la interfaz de contacto (de-
cohesion, deslizamiento, etc); entre otros importantes mecanismos. El planteo de formulaciones
basadas en muiltiples escalas, capaces de predecir la respuesta fenomenolégica de un material
heterogéneo en funcién de la informacién derivada de un estudio a nivel micro-mecdnico, resul-
ta una eleccion natural para abordar el problema. Mucho esfuerzo se ha dedicado en las ultimas
décadas para elaborar estas ideas, proponiéndose asi mismo una diversidad de técnicas multi-
escala (ya clasicas en la actualidad) fundamentada, cada una de éstas, en principios tedricos
diferentes, como por ejemplo: las aproximaciones formuladas bajo el concepto de medio efec-
tivo (Eshelby], [957; Hashin|, [962]; Mori y Tanaka), [[973)), los modelos auto-consistentes (Hill,
[963; [Christensen y Lou, [[979), los métodos variacionales limites (Hashin y Shtrikman]|, [963};
Willid, [[981]; Hashirl, [983)), los esquemas de homogeneizacién basados en la teoria matemdtica
de expansiones asintdticas (Bensoussan et all, [[978; Banchez-Palencid, [[980} Fish et al] [999).

Si bien las estrategias mencionadas poseen sélidos fundamentos conceptuales (muchas de
ellas incluso basadas en soluciones analiticas o semi-analiticas), por lo general estdn restringi-
das a micro-estructuras heterogéneas de topologia simple y/o condiciones de borde especificas.
Con el objeto de sortear esta limitacion, y fundamentado en el avance de la capacidad de proce-
samiento de los ordenadores, las técnicas basadas en el concepto de Celda Unitaria han tomado
impulso en los tltimos afios (Michel et al], [999} Miehe et al], P002; Miehe y Koch|, P002). En
este tipo de metodologias se asume que la respuesta mecdnica de una cierta escala (por ejem-
plo la escala macroscopica) viene dada en forma indirecta a través de un anélisis detallado y
posterior proceso de homogeneizacion, o media volumétrica, de la respuesta constitutiva de una
Celda Unitaria representativa de una sub-escala cuya longitud caracteristica es mucho menor
que la primera (tipicamente la escala meso o micro-mecdnica), y que en esta dltima es posible
modelar las heterogeneidades observables a nivel de la micro-estructura material. Ambas es-
calas se encuentran acopladas y pueden resolverse via métodos numéricos, por tal motivo, es
comun reconocer en la literatura algunas de estas técnicas bajo el nombre de homogeneizacion
computacional multi-escala. La versatilidad y generalidad alcanzada por tales aproximaciones
ha despertado amplio interés en la comunidad cientifica, como queda en evidencia a partir del
creciente nimero de publicaciones y la gran cantidad de sesiones especificas que se dan cita
en reuniones cientificas de todo el mundo. Desde hace un tiempo a esta parte, estos métodos
han extendido su campo de aplicacion para abordar el problema del modelado constitutivo de
localizacién y falla de materiales heterogéneos (Loehnert y Belytschkd, P007; Belytschko et al],
P00§; Song y Belytschkd, P009; [Verhoosel et al} POI10), representando una linea de intensa in-
vestigacion y constante desarrollo en la actualidad. A la complejidad intrinseca asociada a los
materiales heterogéneos se suma ahora la problemética de modelar localizacién y falla. En este
contexto de andlisis, es indudable que las condiciones de borde aplicadas sobre la frontera de la
Celda Unitaria tendran una influencia directa en “inducir” o “coartar’ ciertos modos de locali-
zacion y falla material. Nuestra linea de investigacion se enmarca en el estudio de esta tematica
especifica.

De esta forma, en este trabajo se aborda el andlisis de formulaciones multi-escalas (macro-




meso) basadas en la existencia de una Celda Unitaria para materiales compuestos heterogéneos
cuasi-frdgiles considerando ademas criterios de degradacion y falla por nucleacién y/o propa-
gacion de fisuras. Ejemplos tipicos de estos materiales son el hormigon y el hormigon armado,
de uso masivo en la construccién civil, aunque existen muchos otros con importantes aplica-
ciones tecnoldgicas. No obstante, en la contribucion presente dedicaremos el mayor esfuerzo a
estudiar e interpretar cuestiones mds fundamentales de la formulacion del modelo, més que apli-
caciones concretas referidas a un material especifico. Existen ciertas consideraciones tedricas
que merecen ser discutidas y estudiadas en profundidad sobre todo cuando se pretende incor-
porar la fisuracién en los modelos multi-escalas. El desarrollo de este reporte estd orientado a
proponer y analizar un modelo multi-escala especifico dotado de una cinemaética enriquecida,
discontinua en desplazamientos, a nivel de la celda unitaria, para simular la presencia de fisuras.
Se discuten en detalle las implicancias tedricas que surgen al considerar tal enriquecimiento ci-
nematico sobre la formulacion variacionalmente consistente del modelo, las condiciones de
borde compatibles, como asi también algunos aspectos de implementacién computacional.

2. CINEMATICA CON DISCONTINUIDADES EN DESPLAZAMIENTOS

La nucleacion de una fisura (en adelante representada mediante una superficie de discon-
tinuidad &) en un medio inicialmente continuo induce una cinemaética particular. Una vez de-
sarrollada la misma, al menos una componente del campo de desplazamiento w presenta una
componente discontinua a través de §. Como consecuencia directa, ciertas componentes del
campo de deformaciones presentan términos no acotados o distribucionales. En esta seccion,
se introduce la nomenclatura bésica y el formalismo matematico para describir tal cinematica
singular, limitado al contexto de geometria lineal.

Considérese el problema mecdnico quasi-estdtico de un sélido (), en la configuracion de
referencia ({2), que exhibe una discontinuidad en el campo de desplazamientos [[u] (discon-
tinuidad fuerte) a través de la superficie de discontinuidad material S con versor normal n y
vector tangente unitario 7, ver Figura [[-(a).
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Figura 1: Problema mecénico exhibiendo cinematica con discontinuidades fuertes a través de la superficie S.

La superficie de discontinuidad S divide a {2 en dos sub-dominios {2, y {2_, cada uno de
éstos definido de acuerdo a la direccion de n (4+n apunta hacia (2., —n apunta hacia (2_).
Como es usual, I representa la frontera (suave por tramos) de (2, la cual puede sub-dividirse
en dos conjuntos disjuntos I, y I, donde se imponen valores predefinidos de desplazamientos
(u) y tracciones externas (t) respectivamente. Ademas, se tiene: 2 = QU I (clausura de (2),
r,ur,=r,1r,NnI,={}yuv esel vector normal exterior de I". Considérese ademds que
para cada punto X € S es posible definir un sistema cartesiano orto-normal {n, 7}.

El campo de desplazamiento total w(X, t), compatible con una cinemética con discontinui-



dades fuertes, puede escribirse como la suma de dos términos:

término continuo término discontinuo
— %
u(x,t) = u'(x,t) + Hs(x)B(x1) (1
—_———

salto extendido sobre (24

donde las funciones u*(X,t) y B(X,t) representan el campo de desplazamiento regular (con-
tinuo) y el salto en desplazamientos, respectivamente (note que por simplicidad de notacién se
define 3 = [[u]], siendo [[e]] el operador salto). La variable ¢, en las ecuaciones previas, esté aso-
ciada al instante de tiempo (o pseudo-tiempo) considerado, y pertenece al intervalo de anélisis
[0, T]. #5(X) es la funcidn escalon unitario (o funcién Heaviside) colocada sobre S, la cual se
expresa mediante:

HE(X) = ; Vxag Hs(X) =ds(X) n @)

0 Vxef2_
1 Vxe2y

siendo ds(X) la distribucion delta de Dirac colocada sobre S'y Vi (e) el operador gradiente
generalizado (en sentido distribucional) asociado a la coordenada X, de alli sub-indice.

A partir de las ecuaciones ([)-(}) y de la Figura [[-(a), se observa claramente que el mo-
do discontinuo enriquecido se extiende sobre todo el dominio {2, debido al soporte asumido
para la funcién ##%(X). En el trabajo de Simo et al] (1993), se propuso una forma equivalente
para describir una cinemadtica con discontinuidades fuertes. Esta version alternativa resulta mds
adecuada tanto para futuros tratamientos tedricos como para desarrollos numéricos, ademas
permite considerar la existencia de multiples fisuras en el medio de una manera natural, como
asi también manipular fisuras internas (esto es fisuras que no llegan a la frontera /") y condi-
ciones de borde en forma mds simple. Siguiendo las ideas discutidas en el trabajo referenciado,
la expresion ([l) puede re-escribirse como:

continuo discontinuo
- N
u(X,t) =u(X,t)+ As(x)B(x,1) 3)
—_———

salto localizado sobre 2¥

donde u(X, t) es el campo de desplazamiento regular y 3(X, t) el salto de desplazamiento:
a(X,t) : 2 x [0,T] — Rdm “)
B(x,t) : S x [0,T] — R"dm &)

siendo ambas funciones continuas sobre {2 y S, respectivamente. Adviertase que, segtn (), el
campo 3 estd definido s6lo sobre la fisura S. En la Figura [[}(b), 2% es un sub-dominio arbitrario
de (2 (£29 C {2), que incluye la superficie de discontinuidad S (S C (2¥). A suvez, ['¥ es la
frontera (suave por tramos) de 2¢, la cual puede sub-dividirse segin: ¥ = S, US_UITUIY,.
Note ademds que S divide a 2% en dos sub-dominios 27 y 27, de acuerdo a la direccién de
n. Los vectores unitarios ., n_, n; y ny; representan las normales exteriores a las fronteras
S.,S_, I'Y y I'f;, respectivamente. En la expresion (), .#Zs(X) es una funcién pre-establecida,
usualmente denominada funcion salto unitario y se define como:

Ms(X) = Hs(X) = p(X) (6)

donde ¢(X) : 2 — R es una funcién escalar continua y completamente arbitraria, excepto por
las dos condiciones siguientes:

©
() = {0 VX € (2\029) (a)

7
1 Vxe (2:\027) (b) @



La incorporacién de la funcion .#s(X) permite expresar el modo discontinuo de localizacién
con soporte compacto 2%, dado que segin (B) y (), es posible expresar:

Ms(X) : 29 - R 8)

Debe quedar claro, no obstante, que las expresiones ([I) y () son formas equivalentes de
expresar la misma cinemdtica. Fuera del soporte compacto 2¢, se satisface ademds la igual-
dad u(X,t) = w(X,t), ver Figura B-(b). Esto implica que fuera de un dominio arbitrario ({2¥)
entorno a la fisura S, el campo de desplazamiento total u(X,?) y el campo regular u(X,t) co-
inciden, pudiéndose observar una clara ventaja, que posee esta forma alternativa de describir la
cinematica ([f)) respecto a la primera ([]]), al momento de aplicar condiciones de borde.

Observacion 1 En el contexto del MEF la cinemdtica descripta resulta atractiva ya que posibilita embe-
ber discontinuidades arbitrarias en el interior de los elementos finitos, independientemente del tamario y
orientacion de los mismos, sin necesidad de introducir costosas técnicas de refinamiento o adaptatividad
de malla. El soporte compacto (2% puede asumirse como el conjunto de aquellos elementos atravezados
por la superficie de discontinuidad.
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Figura 2: Cinematica con discontinuidades fuertes con soporte compacto.

A partir de la notacién introducida en la expresion () es posible definir la funcién salto de
desplazamiento 3(X, t) de forma que resulte mas adecuada para futuro tratamiento matematico.
Estrictamente, este campo cinematico adicional tiene significancia fisica s6lo sobre la interfaz
de discontinuidad S. Ademads, (3(X, t) incorpora un modo independiente de deformacién sélo
en la direccion 7, ya que variaciones en el campo de desplazamiento en la direccién v ya estan

consideradas en la componente regular w(X, t), ver Figura P}(b). En consecuencia resulta viable
extender el soporte de 3(X, t) como:

B(x,t): 29 x [0,T] - R™™ . VyB-n=0 ©)

ver Figura P-(a). La expresion (P]) no debe interpretarse como una restriccién al campo 3(X, t)
sino mds bien como una redefinicion (o artificio matemdtico) para luego poder operar con el
término Vy 3, VX € (2%, sin generar incertezas sobre la consistencia de dicho término.

Para problemas con geometria linealizada, el tensor de deformaciones compatible con la
ecuacién () puede formalmente expresarse como:

e(x,t) = Vygu(X,t) = Vit + .45 Vs B~ B&° Vxp+ 05(8°n) (10)

&: término regular €%: término singular




donde V3 . (e) es el operador gradiente simétrico generalizado (en un sentido distribucional),
V3 (e) es el operador gradiente simétrico y el simbolo ®° representa el producto externo simétri-
co de tensores. Se observa que el campo de deformacion total (X, t) posee un término regular
€ (acotado) y un término singular £° (no acotado).

Por simplicidad, la expresion ([[() puede reescribirse de la forma:

e(X,t) = Vygu(X,t) := Vyu+ #sVy B+ B ®° (Vxg As) (11)

en donde:
Vxa #s(X) = ds(X)n — Vx o(X) (12)

Observacioén 2 El conjunto de ecuaciones ([l)-([[2) define el marco teérico para el tratamiento de una
cinemdtica con discontinuidades en el campo de desplazamientos. Notese que no se ha explicitado, en
forma directa, a que escala de andlisis aplica tal representacion. Por el momento, simplemente de-
biera interpretarse como una descripcion cinemdtica general. En las secciones siguientes se incorporan
tales conceptos en el desarrollo de un modelo multi-escala variacionalmente consistente para materiales
quasi-frdagiles heterogéneos con posibilidad de nucleacion y propagacion de miiltiples fisuras.

3. CONCEPTOS BASICOS DE MODELO MULTI-ESCALA CLASICO

Este apartado estd dedicado a revisar ideas fundamentales sobre la formulacién variacional-
mente consistente de modelos multi-escalas cldsicos basados en conceptos de homogeneizacién
de campos tensoriales (de deformacion y tensidn) sobre una celda unitaria.

En primera instancia se asume que el problema mecédnico de un sélido heterogéneo puede
formularse considerando dos escalas de andlisis diferentes, acopladas entre si, a saber: (i) una es-
cala macroscdpica y (ii) una escala meso-mecdnica en la cual pueden individualizarse las fases
constituyentes del material heterogéneo. Cada punto material del macro-continuo tiene asigna-
do (o se correponde) con una Celda Unitaria heterogénea en la escala mesoscopica. Dado que
existe una diferencia fisica de longitudes entre ambas escalas, cada una de ellas tiene asignado
un sistema de referencia especifico. Asi, un punto material en la escala macroscépica se denota
mediante su vector posicion “z” (asociado al sistema coordenado {z;}, i = 1, ndim)[], mientras
que en la escala mesomecdanica cada punto material posee un vector posicion “y” (vinculado
al sistema coordenado {y;}, i = 1,ndim), ver Figura [J. Se introduce como hipétesis funda-
mental que tanto el campo de deformacién &(x,t) como el campo de tensiones o (x,t) en un
punto arbitrario & del continuo macroscépico se obtienen, respectivamente, como el promedio
volumétrico del tensor de deformacién € ,(y, t) y tensién mesoscépica o, (y, t) sobre una Celda
Unitaria (CU) asociada a la meso-escala. Matematicamente esto se expresa mediante:

1
e(z, 1) = W/n e, (y,t) 2 (13)
H w

1
o(x,t) = on /Q o,(y,t) df2 (14)
H 3

donde (2, representa el dominio de la CU (con frontera suave por tramos ) y |£2,| := |, 2, ds?
hace referencia a la medida apropiada de (2, (longitud, drea o volumen, dependiendo de la
dimension del problema). Se asume ademds que la longitud caracteristica ¢,, de la celda unitaria

.0

! Adviértase la diferencia de nomenclatura aqui introducida “a” para el vector posicién de un punto del macro-
continuo con la utilizada en la seccién precedente “X”, donde no se hacia referencia a una escala especifica de
analisis.



es mucho menor que la longitud caracteristica de la escala macro ¢, véase la Figura [J para
clarificar los conceptos introducidos.

El promedio volumétrico definido por las ecuaciones ([3)) y ([4) se denomina comunmente
proceso de homogeneizacion. Por este motivo las magnitudes € y o se denotan también como
tensores de deformacion y tension macroscopicos homogeneizados, respectivamente.

CONTINUO
MACROSCOPICO
(Escala Macro)

Campos
macroscopicos

CELDA UNITARIA
(Escala Meso-mecanica)

Campos

d « ™
| €

o,

',

I

| ¢ | 4l <l

Figura 3: Ingredientes bdsicos de modelo multiescala basado en celda unitaria heterogénea (macro-meso escala).

3.1. Restricciones cinematicas a nivel de Celda Unitaria (condiciones de borde)

Bajo la hipdtesis de cinematica lineal introducida previamente, el tensor de deformacion
mesoscopico €,(y, t) puede obtenerse a partir de la definicién clasica:

su(yat) = v'zuu(yat) (15)

siendo u,,(y, t) la funcién de desplazamiento mesoscopico en cada punto (y) de la celda uni-
taria. Sin pérdida de generalidad, este campo puede escribirse como la suma de tres términos:

constante lineal fluctuante
—N ——
u,u(yat) :u(m7t)+€(wvt) 'y+u,u(y7t) (16)

donde el primero de ellos es homogéneo (constante en y) y coincide con el desplazamiento de
la escala macro u(x, t), el segundo es lineal en y y dependiente de la deformacién macroscépi-
ca, finalmente variaciones del campo de desplazamiento mesoscopico (entorno a la componente
constante y lineal) se consideran a través del término fluctuante @, (y, t). A partir de la descom-
posicion aditiva ([@), y teniendo en cuenta la relacién ([[3J), el tensor de deformaciones en la
celda unitaria se expresa como la suma:

constante fluctuante

—
eu(y,t) = e(, 1) +€u(y,t) A7)

de una componente homogénea (constante en y) coincidente con la deformacién macroscopica
mds una contribucién fluctuante €,(y,t) = V; .

Si el campo u,,(y, t) es suficientemente suave, la expresion (13) puede manipularse matemati-
camente aplicando identidades tensoriales conocidas (ver ecuacién (P2)) en Anexo I) y reescri-
birse de la forma:

1
e(x,t) == — u, ®° v, dl’ (18)
12l Jr,



donde v, es el vector unitario normal exterior a la frontera I, de la celda unitaria. Asi la
ecuacion ([[§) representa una forma alternativa de formular el concepto de homogeneizacién de
deformacion ([3).

Evidentemente, la ecuacién ([[§) impone una restriccién sobre el campo de desplazamiento
mesoscopico en la celda unitaria. S6lo aquellas funciones u,(y,t) que satisfagan la condi-
cién de homogeneizacion ([[3), resultan cinematicamente admisibles. Formalmente es posible
escribir:

u, €2, 5 K = {u“ regular, tal que: /F u, ®° v, dI' = |0, s} (19)

w
siendo 7" la variedad lineal minimamente restringida de desplazamientos mesoscépicos ci-
neméticamente admisibles. En vista de la descomposicién aditiva propuesta ([[6), y tras simple

operatoria, la restriccion cinematica minima aplicada sobre u,, puede reformularse en términos
del campo de fluctuaciones en desplazamiento mesoscopico u,,:

u, € X, & Uy € Jii* : L%;H* = {ﬁu regular, tal que: / Uy, ®° v, dll = 0} (20)

Ly
donde f%i* es el espacio vectorial minimamente restringido de fluctuaciones en desplazamientos
mesoscépicos. Sélo campos de fluctuaciones u,(y, t) que satisfagan (E0) resultan cinemdtica-
mente admisibles en la celda unitaria, de acuerdo al concepto de homogeneizacion introducido.
En este contexto de andlisis la formulacion de un modelo multi-escala especifico implica la
adopcion de un espacio vectorial apropiado para las fluctuaciones en desplazamientos u,,, que
denotaremos en forma genérica Q%}u, el cual debe satisfacer (al menos) la restriccion (E0), esto
implica necesariamente: .%;, C Ji;u*

Los modelos cldsicos de homogeneizacion reconocidos en la literatura bajo las denomina-
ciones de: (i) modelo de Taylor o de deformacién homogénea, (ii) el modelo Lineal o afin,
(iii) el modelo Periddico y (iv) el modelo de Minima Restriccion o Traccion Uniforme, pueden
recuperarse siguiendo esta formulacion variacionalmente consistente, segin se indica a conti-
nuacion:

Ji;faylor _ {ﬁw tal que: u,(y,t) =0, Vy € QM} (21)
J@Li" = {ﬂw tal que: u,(y,t) =0, Vy € FH} (22)
e%;uper _ {a,w tal que: ﬂﬂ(er,t) = ﬂ,u(y_,t), Vpar{y+,y_} € F,u} (23)

donde en la expresién (£3), siguiendo la nomenclatura propuesta en Miehe et al] (T999), cada
par ordenado {y™,y~ } pertenece a sendas partes de la frontera de la celda unitaria (I, I,)
con normales (+v,, —v,) opuestas, respectivamente. Tras una simple inspeccion de las expre-
siones (E1))-(R4) se observa que, a partir del modelo minimamente restringido, cada definicién
alternativa del espacio .%#;, adoptado restringe aiin mds la cinemdtica admisible en la celda uni-
taria, por lo tanto es viable escribir: Ji}faylo’” - Ji}u”" - Ji}up rC Ji}uUm' = ‘%}u*

Para formular el principio variacional que gobierna el equilibrio en la celda unitaria (sub-
seccion (B.4)) y el principio variacional que asegura la consistencia energética entre ambas
escalas (sub-seccién (B.3)), resulta necesario ademads definir el espacio vectorial 7, de des-
plazamientos virtuales mesoscopicos cinemdticamente admisibles (du,) y de las fluctuaciones




en velocidades (ﬁu). Mediante simple argumentacién (Je Souza Neto y Feijoo, P006) puede
concluirse que tal espacio () coincide con el previamente definido 7,

V= (25)
de esta forma se puede expresar: u,, € Jii Su, € ¥,y i, €Y,

3.2. Respuesta constitutiva mesoscopica

Para todo instante de tiempo ¢, el estado de tension o, (y, t) en un punto arbitrario y de la
celda unitaria viene dado por una relacién constitutiva general local, dependiente de la historia
de deformacion (sz(y)) en dicho punto, hasta el instante de tiempo ¢ considerado, es decir:

ou(y,t)=F(el(y) ; Yye, ; Vte[0T] (26)

Adviértase que la notacién (e)* implica la necesidad de conocer la historia de evolucién de la
variable (e), hasta el instante de tiempo ¢. El funcional .# puede incluir modelos inelasticos disi-
pativos de cualquier tipo basados, por ejemplo, en el concepto de variables internas (plasticidad,
viscosidad, dafio, etc), como es comun utilizar en el contexto de los modelos fenomenolégicos.

3.3. Consistencia energética

Un aspecto de crucial importancia, subyacente en la formulaciéon de los modelos multi-
escalas, es garantizar la consistencia energética entre las diferentes escalas de anélisis conside-
radas. Para tal fin se introduce el principio variacional de Macro-Homogeneidad de Hill-Mandel
(HiIl, [963; Mandell, [971)), el cual establece la igualdad entre la potencia interna macroscopica
(P;nt) y el promedio volumétrico de la potencia interna mesoscépica sobre la celda unitaria,
para todo campo de velocidades admisible.

En primera instancia es necesario introducir el concepto de velocidad de deformacién me-
soscOpica cinemdticamente admisible, el cual segin la ecuacién ([7) y lo discutido en la sub-
seccion (B.1)), puede expresarse:

€uly,t) = Vi, =€+ Vi, (27)

Luego el principio variacional de Hill-Mandel queda formulado en términos de la siguiente

igualdad:
1

12l o,

A partir de la definicion de homogeizacion de deformacién y tensidn macroscopica, ecua-
ciones ([3)-([4), puede demostrarse mediante simple operatoria que la expresién (E8)) es vélida
si y solo si se satisface:

Py =0:¢ o €,dR ; Yau, €Y, (28)

/fzau:v;ﬁudrz:o . Y, €7, (29)
i

Integrando por partes la ecuacién previa, ver expresion (P6) en Anexo I, y asumiendo que
(13 2

cada punto “y” de la celda unitaria se encuentra en equilibrio (V, - o, = b,), el principio de
Hill-Mandel es equivalente a exigir:

/tu.aﬂdr—/ b, u,d?2=0 ; Yu,c¥, (30)

H 2,

esto implica que las tanto las tracciones “t,” actuando sobre la frontera I, de la celda unitaria
como las fuerzas de cuerpo “b,” actuando en el dominio {2, no generan trabajo respecto al



campo de velocidades de desplazamiento mesoscopico u,,. En vista de la equivalencia entre las
definiciones de los espacios vectoriales .7, y #,,, dada por la relacién (23), puede argumentarse
ademds que los campos {t,, b, } tampoco generan trabajo sobre las variaciones cinemdticamen-
te admisibles de desplazamiento mesoscépico:

/tu‘éuudf—/ b, -du,d2=0 ; Véu,c?, 31
I, oy

es decir: t, € ¥," = Ji}ul, b,c V"= Ji}lf, donde el operador ()* implica el complemento
ortogonal al espacio (e).

3.4. Problema de valores de contorno en la celda unitaria

Como se vid, la definicién de homogeneizacion de deformacion y el principio variacional de
Hill-Mandel introducen una restriccion cinemadtica y energética, respectivamente. Teniendo en
cuenta estos conceptos, juntamente con la relacién constitutiva mesoscépica (), el problema
del equilibrio de la celda unitaria (o problema de valores de contorno) puede plantearse a partir
de la formulacién del Principio de Trabajos Virtuales, el cual se expresa como: dado un valor
conocido de la deformacién e(,t) en un punto  de la escala macro, encontrar el campo de
desplazamiento mesoscépico cinemdticamente admisible u,, € %), tal que:

J

o bien, equivalentemente, encontrar el campo de desplazamiento fluctuante u, € %;u tal que:

ct =0 segtin Hill-Mandel =~ =0 segtin Hill-Mandel
I

——
U”((Vsyu#)t):vz&u“dﬂ—/n bu-auudrz—/Ft#-éu#drzo;vauuem (32)
n p

o

/Q ou((e(@,t) + Vi a,)'): Vi ou,d2=0 ; Viou, €, (33)
i

Observacion 3 Adviértase que en el contexto de andlisis presente, el espacio qu se ha definido solo
considerando el requisito de homogeneizacion de deformacion. En realidad, para resolver (B3)) hace
falta ademds imponer ciertas condiciones de borde para eliminar modos de cuerpo rigido, es decir se
requiere adoptar necesariamente un sub-espacio K, C A, véase seccion (ﬂ). Este punto no adquiere
implicancias tedricas importantes, por lo cual se seguird formulando el problema en términos de Ji;#

Observacion 4 Los conceptos dicutidos en esta seccion representan los ingredientes tedricos bdsicos
para la formulacion cinemdtica y variacionalemente consistente de modelos multi-escalas basados en
homogeneizacion de campos sobre una celda unitaria. Estas ideas son cldsicas en la actualidad. Ob-
sérvese que todo el formalismo cinemdtico-variacional de la metodologia se deduce, fundamentalmente,
a partir de la definicion de homogeneizacion de deformacion introducida mediante la expresion ([[3).
Este concepto incorpora restricciones en los campos que describen la cinemdtica de la meso-escala:
fluctuaciones de desplazamiento (u,,), variaciones cinemdticamente admisibles (du,,) y velocidades de
fluctuaciones ( ﬁu ). A partir de una apropiada definicion de los espacios vectoriales admisibles para
tales campos, puede formularse integramente el problema de valores de contorno de la celda unitaria.

4. MODELO MULTI-ESCALA CON FISURAS A NIVEL MESO-ESTRUCTURAL

A diferencia de los modelos multi-escala clédsicos discutidos en la seccion precedente, en
este trabajo se propone como aporte novedoso el desarrollo de un modelo multi-escala en el
cual resulta admisible la generacién y propagacién de fisuras a nivel meso-mecdnico (es de-
cir a nivel de la celda unitaria elemental) como consecuencia ultima de la degracion material,



ver un esquema representativo en la Figura fll Las micro-fisuras se modelan como verdaderas
discontinuidades en el campo de desplazamiento utilizando para tal fin el contexto cinemético
discutido en la seccién ([]). Desde un punto de vista constitutivo, tal proceso de fisuracion resulta
viable cuando la meso-estructura se torna materialmente inestable, situacién que se manifiesta
tipicamente al asumir un comportamiento mesomecdnico con ablandamiento en las leyes de
evolucion de las variables internas. Cabe sefalar que este proceso de fisuracion incorpora un
grado de heterogeneidad atn mayor al que posee inicialmente el material compuesto, y que el
mismo evoluciona conforme se degrada la celda unitaria.

CONTINUO
MACROSCOPICO

Campos (Escala Macro)

macroscopicos CELDA UNITARIA

(Escala Meso-mecanica)
Medio heterogéneo fisurado ~ Campos
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Figura 4: Ingredientes basicos de modelo multiescala basado en celda unitaria heterogénea con fisuras.

Segtin lo discutido en la seccién (), la nucleacién de una fisura (o multiples fisuras) mo-
difica sustancialmente la cinemadtica cldsica, ya que se introduce un campo adicional (el salto
en desplazamientos) dando origen a términos discontinuos en desplazamientos y términos no
acotados (distribucionales) en el campo de deformaciones. Esta situacion requiere una reinter-
pretacion de la formulacion variacional cinemdticamente consistente presentada en la seccién
previa, analizando las consecuencias tedricas que se inducen tras la introduccién de la nueva
cinemadtica enriquecida. En esta seccidn, tal estudio se presenta considerando dos posibles es-
cenarios: (i) fisuras internas a la celda unitaria y (ii) fisuras que alcanzan la frontera de la celda
unitaria, véase las sub-secciones (f.2) y (£.3), respectivamente.

Consistentemente con la descripcion cinematica singular que adquiere el problema mecénico
con nucleacién de fisuras, otro punto de fundamental importancia radica en cémo formular la
respuesta constitutiva que gobierna la evolucién de los mecanismos disipativos en la zona de
falla y cémo evoluciona la apertura de fisura. Este topico se discute brevemente a continuacion

(sub-seccién (E.1))).

4.1. Modelos discretos-cohesivos

Una de las aproximaciones mds aceptadas por la comunidad cientifica para abordar el pro-
blema de falla por generacion/propagacion de fisuras en un medio inicialmente continuo es
mediante la introduccién del concepto de “fisura ficticia” (Hillerborg et all, [[976; Bazant y
Planas. Segtn este modelo, la fisura (entendida como una verdadera discontinuidad en
desplazamientos), se incorpora en el andlisis mecanico del sélido cuando se satisface alguin
criterio “pre-establecido” de resistencia o estabilidad material. Desde un punto de vista fisi-
co, dicha situacién se presenta cuando ciertos mecanismos disipativos de degradaciéon material
(dano, plasticidad, decohesion, micro-deslizamientos, etc.) comienzan a acumularse en zonas o
bandas de espesor reducido comparado con las dimensiones estructurales, fendmeno conocido




como localizacion de deformaciones. Por lo general, este estado mecédnico no resulta compatible
con la nocién intuitiva de “fisura real”, entendida como aquella en donde no existe transferen-
cia de esfuerzos entre ambos lados de la misma (conceptualmente equivalente a la generacion
de una nueva condicién de borde libre de tracciones y cambio de topologia de la geometria
inicial del problema). Para salvar esta inconsistencia y darle continuidad a la respuesta contitu-
tiva al momento de verificar el criterio de falla material predefinido, el modelo de fisura ficticia
propone introducir:

= Una cinemdtica con discontinuidades en el campo de desplazamientos (fisura ficticia), con aper-
tura inicial nula, la cual evoluciona segiin un modelo constitutivo especifico (ver item siguiente).

= Un modelo discreto-cohesivo con ablandamiento, actuando sobre la superficie de discontinuidad,
formulado en términos de una fuerza cohesiva (o vector traccién “7 ) y el salto en desplazamien-
tos: 7 = f(8). Esta ley cohesiva es responsable de, conforme progresa el estado de cargas y
degradacién material, consolidar el proceso de localizacién de deformaciones y satisfacer final-
mente una condicién de fisura real, libre de tracciones. Adviértase la ventaja intrinseca asociada a
que la topologia del problema permanece invariable.

= Una nueva condicién de equilibrio entre el estado tensional del medio continuo en la proximidad
de la fisura y el modelo cohesivo introducido.

Observacion 5 La denominacion de modelo “discreto-cohesivo” (T = f(3)) se introduce para es-
tablecer una diferencia conceptual con el modelo constitutivo cldsico del “continuo”, formulado en
términos de tensiones y deformaciones (o = f(g)).

En el contexto de los modelos discretos-cohesivos de fisura ficticia pueden, a su vez, recono-
cerse dos tipos de aproximaciones:

» Una primer familia de modelos, aqui denominados modelos cohesivos cldsicos, se caracterizan
porque en éstos la respuesta cohesiva (traccion-salto), que actia sobre la fisura, se introduce como
una ley constitutiva adicional “ad-hoc”, independiente del modelo que gobierna el comportamien-
to del material no fisurado (Planas y Eliced, [992: Bancho et al], P007).

» Una visidn alternativa al problema de falla material ha sido propuesta inicialmente por
([[993); Simo y Oliver ([994) y posteriormente m4s elaborada por Dlivei] (m,ﬂ, [[9964). Esta
metodologia lleva por nombre Aproximacion por Discontinuidades Fuertes del Continuo (ADFC)
y se basa en asumir que una discontinuidad en el campo de desplazamientos puede interpretarse
como la condicién limite de una discontinuidad en el campo de deformaciones, precisamente cuan-
do el ancho de la banda de localizacién tiende a cero. Esta forma de idealizar el problema permite
conservar todo el formalismo matematico de la mecédnica de medios continuos, inclusive para con-
siderar discontinuidades en el sélido. En este sentido, sobre la superficie de discontinuidad, S, es
posible postular la existencia de magnitudes de deformacion, s = €|zes, N0 acotadas como se
vi6 en la seccién (f) como asi también magnitudes de tensién, o5 = O|zcs- Para que el problema
fisico quede bien formulado, el tensor de tensiones evaluado sobre la superficie de discontinuidad,
os, debe permanecer acotado, aun cuando existan deformaciones singulares. Esto dltimo se ob-
tiene introduciendo el concepto de regularizacién del modelo constitutivo sobre S. No se pretende
aqui discutir en detalle los fundamentos tedricos de la ADFC. La conclusién mas importante de
esta metodologia es que, dado un modelo constitutivo de continuo cldsico (o = f(g)) y tras in-
troducir una cinematica con discontinuidades fuertes (entendida como caso limite de localizacidn
de deformaciones al momento de detectarse inestabilidad material) juntamente con una apropiada
regularizacién constitutiva, el modelo constitutivo del continuo “degenera” (o se proyecta) natu-
ralmente en un modelo de tipo “cohesivo” en términos del salto de desplazamientos de la fisura.




Matematicamente esto se expresa: 7 = as-n = f(3). Obsérvese que sélo es necesario introducir
un Unico marco constitutivo (el del continuo) y que la variable dual al nuevo campo cinematico
enriquecido (3) resulta ser o s -, la cual surge naturalmente a través de un proceso de proyeccion
consistente del tensor de tensiones o.

Observacion 6 Cualquiera de las dos estrategias discutidas resultan completamente viables para los
propositos de este trabajo. No obstante, en los desarrollos siguientes se seguirdn los lineamientos pro-
pios de la ADFC ya que, como ésta puede formularse integramente en el contexto estdndar del continuo,
permite generalizar de una manera natural los modelos multi-escalas cldsicos para considerar modelos
multi-escalas con generacion y propagacion de fisuras. Esta aclaracion adquiere particular importan-
cia cuando, en las sub-secciones (F.2.2) y (F.2.3)), se postule el principio de equivalencia energética y
equilibrio de la celda unitaria con presencia de fisuras, respectivamente.

4.2. Fisuras internas a la celda unitaria
4.2.1. Cinematica

Como se menciond previamente, se asume ahora que el campo de desplazamiento mesoscopi-
co, u,(y,t), presenta discontinuidades o saltos (“fisuras”), con la particularidad que estas
fisuras son internas a la celda unitaria, véase Figura f}-(a). A partir de la descomposicion aditiva
supuesta para u,,(y, t) (expresion ([[d)) y de la descripcién cinemdtica introducida en la seccién
(P)), ver especialmente la ecuacién (B]), es posible escribir:

ty, (y,t): fluctuante

constante lineal

i=nfis .
u,(y,t) = u(z,t) +e(,1) - y+uu Y. t) Z M(y) B, (y, 1) (34)
*,_/
contmuo discontinuo

donde se observa que la componente fluctuante del campo de desplazamiento mesoscopico
w,(y,t) posee un término regular u,(y, t) (continuo) mds un modo enriquecido adicional rep-

resentado por el término discontinuo .4 (y) B3;,(y, ). Con el supra-indice “/”” se hace referen-
cia a una fisura especifica, mientras que “nfis” es el nimero total de ﬁsuras desarrolladas en
la meso-estructura. Como las discontinuidades son internas a la celda unitaria, es licito postular
que el valor de la funcién salto en los extremos de cada fisura debe ser nulo:

Bilre, =Bilrs, =0 5 Vi=1,..,nfis (35)
El campo de deformaciones compatible con la cinematica previa puede expresarse:

eu(y,t) = Vyguu(y,t)

€, (y,t): fluctuante

constante

s = oL i 7S Al 21 s ) N N
=e(z,t)+ Vit + » {//lsvyﬂ# — B, @ Vyo' +05(B, @ n )}
SN—— i=1
acotado acotado no acotado
=e(@,t) + Vit + »_ [//zs Vi B+ BL e (Vye ///g)] (36)
=1

en el cual se reconocen téminos regulares (acotados) y términos singulares (no acotados) aso-
ciados a las fluctuaciones de la deformacién mesoscépica €,(y, ).
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Figura 5: Celda unitaria heterogénea. (a) Con Fisura interna. (b) Con Fisura que alcanza la frontera I',,

Observacion 7 Sin pérdida de generalidad, y con el objetivo de clarificar la notacidn, en el andlisis que
prosigue se asume la existencia de una tinica fisura (nfis = 1), eliminando el término de sumatoria y el

«“r

supra-indice “1” en las deducciones siguientes. La extension para considerar miiltiples fisuras es trivial.

Nuevamente, la definicion de homogeneizacién de deformacién ([3) es el punto de partida
fundamental del modelo multi-escala variacional propuesto en este trabajo. Segin se dedujo
en la sub-seccion (B.I]), este concepto introduce restricciones en la cinematica admisible de la
celda unitaria. Resulta natural entonces preguntarse si, tras la incorporacion de la nueva cine-
matica enriquecida con modos discontinuos en desplazamiento del tipo .#Zs(y) Bu(y, t), surgen
restricciones adicionales en la formulacion variacional del problema de valores de contorno en
la meso-escala.

El paso siguiente es aplicar el proceso de homogeneizacion a la expresion de la deformacion
mesoscopica (BA):

1
e(x,t) = — eu(y,t) df?
[92u] Jaa,
0:/Q [v;ﬁu+///3v;[§u—[§u®svy¢+53(ﬁu®sn) df (37)
g %; T> T3

Basados en la nomenclatura introducida en la Figura fl-(a), la cual respeta consistencia con la
sub-seccién (B.1)), es posible realizar un tratamiento algebraico sobre cada uno de los términos
Ti, Ty y T3, indicados en la expresién (B7). En particular, el término T puede desarrollarse de
la siguiente forma:

T:/ MsVE B, d2 = Vi3 dQ—/ 0V B, d2

1 2 yPu s, yPu ar Y 1

_ Bu®sn+dS—/,@}u@)sndS—/wgoVZBMdQ (38)
S (034

S+

en donde se ha considerado: la definicién de la funcion .#s(y) dada por la expresion (f]) con
soporte compacto {27, la identidad tensorial (P3) del Anexo Iy la condicién de fisura interna a
la celda unitaria, dada por la igualdad (B3).



El término 75 puede a su vez manipularse matematicamente y expresarse como:

T - [ B Vyedo—— [ i a0+
2

0V B, d2
ar ¥TH

2

—— Bu®sn+d8—|—/ 0 V5 By d2 (39)
St 27
en donde se han considerado las identidades tensoriales (P3))-(P3) del Anexo I, la definicién de
la funcién o dada por la expresion ([)), y el hecho que la fisura es interna.

El término 75 se evalua en forma trivial mediante la propiedad integral de la distribucion
delta de Dirac:

Ty : / 05(B, @° n) d2 _/ 0s5(B, @° n) d2 = / B, ©°n dS (40)
2y 2F S

Retomando el andlisis sobre la expresion de homogeneizacion (B7), y en vista de las expre-
siones finales de los términos 71, 15 y 15, se deduce que la misma se simplifica dando:

0= / VS @, df2 1)
QN

en la cual, como se observa, no interviene en forma explicita el modo cinemdtico enriquecido.
Este hecho permite argumentar que, cuando las fisuras son internas a la celda unitaria y de
acuerdo a la descripcion cinemadtica propuesta, s6lo surgen restricciones sobre la componente
continua (regular) de las fluctuaciones en desplazameinto mesoscopico ﬁu(y, t), pero no sobre

sobre el campo 3,,(y, t). A menos de la restriccién trivial dada por la ecuacién (B3), el campo
B, es arbitrario en {27. Esto sugiere que el espacio con minima restriccion para la funcién 3,
aqui denominado %75, pueda formularse como sigue:

Bu € N#*ﬁ ; 1%7:5 = {Bu regular, tal que: Bu\pﬁ = B“‘Fffn = 0} (42)

Dado que la contribucién regular al campo de desplazamiento fluctuante ,(y,t) es, por
definicion, continua sobre (2,,, es posible expresar la restriccién cinematica (1) en téminos de
una integral sobre la frontera I', (véase la identidad tensorial (P2) en el Anexo I), tal como se
ha formulado anteriormente:

0= / a, ®° v, dI’ (43)
I

w

expresion que permite definir el espacio con restriccién cinemadtica minima para u,,, COmMo:

u, €45 %*u = {11# regular, tal que: /F u, ®@° v, dl = 0} (44)

w

A partir de (2) y (B4)), es posible definir el espacio minimamente restringido para el campo
de fluctuaciones totales de desplazamiento mesoscOpico ,:

@, € K = {ﬁu + Ms By, tal que: (T, By) € (A, X ;fg)} (45)

Bajo la asuncion de fisuras internas a la celda unitaria, sobre la frontera I, se tiene una equi-
valencia directa entre el desplazamiento fluctuante regular y el total: |, = u,|r,. Luego, es



posible aplicar la restriccién cinemética (fI4) (y por ende condiciones de borde en la celda uni-
taria) indistintamente sobre u,, |, 6 u,|r, garantizando igualmente la consistencia del proceso
de homogeneizacioén de deformacion.

El espacio J{L finalmente adoptado para definir el modelo multiescala debera satisfacer,

como minimo, la expresién ({3), esto implica: ., C . Nuevamente es posible recuperar los
modelos tradicionales de homogeneizacién definidos con anterioridad:

S Tetor — {’&wﬁu regulares; w, = 0Vy € (2, ; B”|F;ff - ’é’L'FfH N 0} o
Ji;fm — {ﬁwﬁ# regulares; w, = O0Vy € [}, ; B“|Fffz = 'é“|Ffu = 0} 47)
%Per _ {&M,ﬁu regulares; u, = u, Vpar{y",y"} € [}, ; BMF;’, = Bu\r:jn = 0} (48)
A = A = {ﬂwﬁu regulares; /F Uy ©° vy AT =05 Bulre, = Bylry,, = 0} @

o

El campo de variaciones virtuales cinematicamente admisibles de desplazamiento mesoscopi-
co du,, y el de velocidades de fluctuaciones u,,, pueden definirse como sigue:

Suy = (u), —ul) = (@), — 42) =6, €V, =, (50)
i = (i — s By) €V, =4, (51)

donde uL c x,y ui € %, son dos campos arbitrarios de desplazamiento mesoscépico
cinematicamente admisibles. Adviértase ademds que es posible escribir:

Uy € Hpu 3 Bu€ Hup (52)
0ty € Vya = Hpu 5 OB € Vg = Hup (53)
WE V= Hpa 5 Bu€ Vg = Hup 4

Observacion 8 En el contexto presente, con fisuras internas a la celda unitaria, éstas no se diferencian
conceptualmente de cualquier otra fuente de heterogeneidad que pudiera existir a nivel de la meso-
escala, como por ejemplo: poros, inclusiones de particulas de distintos materiales, etc. Resulta razonable
entonces la conclusion obtenida en esta seccion fundamentada en que no se requieren restricciones
cinemdticas adicionales a las minimas necesarias sobre el desplazamiento fluctuante regular ’Iiu en la
frontera I, para mantener la consistencia del concepto de homogeneizacion de deformacion.

Observacion 9 El hecho que “no surjan restricciones adicionales” sobre el campo salto en despla-
zamientos fluctuantes ﬁ# es una consecuencia directa de la definicion integral de homogeneizacion de
deformacién adoptada (B7), la cual se extiende sobre todo el dominio §2,, incluyendo la superficie de
discontinuidad S, donde el campo de deformaciones presenta términos no acotados. Generalizar el es-
pacio de deformaciones incluyendo tales términos distribucionales sobre S permitio aplicar el concepto
cldsico de homogeneizacion, sin necesidad de introducir modificaciones especiales.

Observacion 10 Cualquier definicion alternativa que se postule para homogeneizar deformaciones,
diferente a la expresion cldsica (B7), puede inducir restricciones cinemdticas adicionales que deberdn
considerarse al momento de formular el problema de valores de contorno de la celda unitaria. O bien,
expresado de otra forma, si no se considera la generalizacion del campo de deformaciones singulares
sobre la superficie de discontinuidad, resulta necesario reformular la definicion cldsica del concepto
de homogeneizacion de deformacion (B2) para que, en el caso particular de fisuras internas, no surjan
restricciones adicionales sobre el campo salto de desplazamientos, como parece razonable esperar.



4.2.2. Principio de Hill-Mandel

En el contexto de andlisis presente, el campo tasa de deformaciones cineméticamente admi-
sible se expresa, segtin (3€), como sigue:

€uy,t) = Vi guu(y,t) = é(x,t) + €u(y, t)

= (@, t) + |V + Ms Vi By — B @ Vo + 05 (B @ n)| (59

s o
Va6 Uu

Para formular el principio de macro-homogeneidad de Hill-Mandel se introduce como hip6te-
sis adicional del modelo multi-escala en estudio, que la descripcién cinemética a nivel de la
escala macro no presenta discontinuidades en desplazamientos, en consecuencia, el campo de
deformaciones macroscépicas permanece acotado. Esta asuncién permite escribir la potencia
interna macro en forma tradicional: P;,,; = o : €. Luego, la consistencia energética entre ambas
escalas se mantiene si y s6lo si la siguiente identidad se satisface para todo campo tasa de des-

plazamiento mesoscopico fluctuante regular (u,,) y velocidad de salto (BM), cinemdticamente

admisibles: )

o= ——
[2u] Ja,

oui€ndf 5 Y (uy,Bu) € (Vuu X V) (56)
Observacion 11 Adviértase que se utiliza la misma expresion para introducir el principio variacional
de Hill-Mandel, definida previamente mediante la igualdad (R8), aun cuando existen discontinuidades en
la celda unitaria. Esto es viable dado que se se acepta como marco tedrico subyacente la “Aproximacion
por Discontinuidades Fuertes del Continuo” en donde, como se vio, es posible conservar la estructura
tipica de un problema continuo postulando la existencia de un estado de tension consistente (acotado,
regularizado) y un estado de deformacion singular (no acotado), sobre la superficie de discontinuidad S.
Alternativamente, si se adoptara una metodologia basada en modelos cohesivos cldsicos para gobernar
la respuesta de la fisura, el principio de Hill-Mandel adquiere la forma:

1 1 < KX 2
a:é:—/ a#:é#dﬂ—k—/T-BdS SV (8. B) € (Faa x Vog)  (5T)
12ul Jons 192 Js

donde §2,\S representa el dominio de la celda unitaria con deformaciones acotadas o regulares (ex-
cluyendo la superficie de discontinuidad S).

El problema ahora radica en determinar qué restricciones energéticas impone el principio
variacional de Macro-Homogeneidad de Hill-Mandel. Para ello es necesario trabajar algebraica-
mente sobre la expresion (56). Considerando la ecuacion recientemente introducida para la tasa
de deformacién mesoscépica (P3) y la definicion de homogeneizacién de tension ([[4), la igual-
dad (FQ) se reescribe de la forma:

oz/ a#:VSyGlLLHdQ:/ au:vzﬁd(2+/ Ot VG (Ms By) A2 Y Gy €V (58)
Q Ity o

[z e

o bien mediante el sistema de ecuaciones independientes:

o—/ oy Vi, A2 Y, €V (59)
0,

“w

O:/!W [0“:(//ZSVZB#)_J#:(Bu®8vy@)+au:(gu®sd‘9n) g ;VB#G%g (60)
: T T T3



Integrando por partes (F9) (segiin (PG)), reemplazando 57:% por 13,“ y considerando el equi-
librio en el dominio regular (£2,\S) de la meso-escala (V,, - o, = b,), se demuestra que la
igualdad (BY) se satisface siy sélo si:

/ tu-éﬁudf—/ b, du,d2=0 ; Viu,=du,€< Vua (61)
Iy w
es decir, el campo de tracciones (t,) actuando en la frontera de la celda unitaria y las fuerzas de
volumen (b,,) no generan trabajo sobre las variaciones cinematicamente admisibles de despla-
zamiento mesoscopico regular da,: t, € V. b, € V.

La expresion (b() puede analizarse tras un desarrollo adicional de cada uno de los términos
indicados. De esta forma, mediante operatoria algebraica es posible escribir:

Tl:/ a,tz///sv;(s@d(z—/w

H Mt

—/ O'M-n+~5ﬁ~ud8—/0':[~n-5,é“d8
Sy S

oy VydB, d2 — /m @ (0, : VyoB,) d2
N

- Vy- 0,08, d2 — / ¢ (0, :VydB,) d2  (62)

0P N—— n¥

et h

by
en donde puede observarse que se ha reemplazado o BM por BH, dado que ambas funciones
pertenecen al mismo espacio vectorial: V,,3 = %, 3. La ecuacién resultante (pZ) se obtiene
considerado: la definicién y soporte compacto de la funcién .#s, la identidad tensorial (P6)), la
condicién de fisura interna (ver igualdad (B3)) y el equilibrio fuerte en el soporte compacto de
la celda unitaria: b, = V,, - 0, ; V y € 7. Nétese ademds que: o = a’u\yegﬁ+ para todo
punto y muy proximo a S.

El aporte dado por la contribucion 7, puede también manipularse mateméticamente y expre-

sarse€ como:
TQZ —/
o

= —/m, Vy (008 0.) +¢[(Vy 0ou) 68, +0u: VydB,] dR2

o (6B, & Vo) d2 = — / o (6B, ® Vy o) A2 63)

2

:—/ au-n+~5[§ud8+/<p[[0'u]]~n-5,@ud5
Sy S

/ (o Vyéﬁu) df2 + / 0 (Vy-oy)- (5[5'“ ds (64)
QF F “/_"b
i

a partir de la definicién de la funcién ¢ (ver ecuacion (f])) con soporte compacto Q;f, la identidad
tensorial (D7), el concepto de fisura interna y admitiendo que o, puede ser discontinuo a través
de S. Precisamente esta tltima condici6n introduce el término: [o,] = (o, — o), donde o,
y o, representa el estado de tension valuado en puntos sobre 27,y £27_, muy proximos a S,
respectivamente.

Finalmente, el término 77 se evaltia en forma trivial aplicando la propiedad de la distribucién
delta de Dirac y el hecho que o5 es una magnitud acotada:

T
Ts: / oy (5614 ®°%dsm) df2 = / os-n '5Bu ds (65)
2 s



Compilando las expresiones finales de T}, T, y T3, la igualdad (p()) implica necesariamente:

oz/mby-(///Saﬁ#)d0+[9¢[[au]]-n-a,é“ds

I

+ /(03 —of) n-0BudS i VBu€E Vs (66)
S

y dado que la variacién cinemdticamente admisible del salto fluctuante 3, no posee res-
tricciones sobre (2 ni sobre S, la condicion (A equivale a que se satisfaga:

b,=0 ; Vyey (67)
[o,] m=0 ; VyeS (68)
(US—U:)-n:() ; YyeS (69)

4.2.3. Problema de valores de contorno

Para formular el problema de valores de contorno en la celda unitaria (con fisuras internas)
se introduce el principio de trabajos virtuales. El mismo puede enunciarse como sigue: dado un
campo predefinido de deformacién macroscépica (x, t), encontrar el campo de desplazamien-
to mesoscopico cinemdticamente admisible u, = (u + ¢ -y + u,) € %, o equivalentemente,

el campo de desplazamiento fluctuante mesoscépico @, = (u, + .#s 3,) € %, tal que:

[ oul(elant)+ Vya) ) s Vg, a2~ [ b6, a0
QIJ'

“w

—/ t,-ou,dl"=0 ; Véu,eV, (70)
FM

Considerando la definicion Qel campo de variaciones cinemdticamente admisibles de fluc-
tuaciones du,, = (du, + .#s3,), la expresion (/0) puede reescribirse:

=0 segiin Hill-Mandel =~ =0 segtin Hill-Mandel

/Qaﬂzvsyé'&udﬂ/g bu-éﬂudﬂ/ by Sadl =0 ; V8@, € Y (T1)
"

3 I

/mau:vsy(///s(sﬁu) d(z—/mb,,(///s(sﬁu) A2 =0 ; YoB.€ Vg  (72)

=0 segun Hill-Mandel
Mediante simple inspeccién de ([2), y a partir de las deducciones previas, el problema de
valores de contorno en la celda unitara se expresa: dado un campo homogéneo de deformacién
macro €, encontrar 4, € %, tal que:

/QO-M:VZM:LMdQ:O ; Véu, € Vg (73)
i

/Lp lou -n-08, dS—l—/(O'S—a':[)-n-(S,BudS:O i VoBu € Vg (74)
S S

Observacioén 12 La ecuacién variacional ([4) implica: (i) el equilibrio entre la fisura 'y su entorno 'y
(ii) la continuidad de tracciones a ambos lados de la fisura. Comiinmente, en el contexto de mecdnica
de falla material, estas expresiones reciben el nombre de condicion de continuidad interna y externa de
tracciones, respectivamente.

Observacién 13 Nuevamente se recuerda que, segiin la definicion de J%,,, para resolver ([3) aiin restan
imponer condiciones sobre u,, que eliminen movimientos rigidos.



4.3. Fisuras que alcanzan la frontera de la celda unitaria

Esta situacion se muestra esquematicamente en la Figura f-(b). Por simplicidad, en el andlisis
que prosigue se asume que s6lo un extremo de la fisura (aquel asociado a F;f 1) alcanza la frontera
de la celda unitaria. La generalizacién para considerar otras situaciones es directa. Desde el
punto de vista tedrico estricto, el hecho que una fisura propague hasta alcanzar la frontera de
la celda unitaria introduce complejidades adicionales. Como primer punto debe decirse que
sobre F;f ; debe relajarse la condicion intuitiva que se habia postulado sobre el campo ,éu para

fisuras internas (salto nulo). Se tiene ahora: 3, re, # 0y 3, re, = 0, con lo cual varias
de las deducciones previas dejan de ser estrictamente correctas, debiendo considerar términos
integrales que incorporen la contribucion no nula sobre la frontera [’ f T

Por ejemplo puede demostrarse que, a partir de los desarrollos elaborados en la sub-seccion
(B.2.1)), para garantizar el proceso de homogeneizacién de deformacién es necesario satisfacer
la expresion siguiente:

0:/ ﬁu®sudf+/ .///SB,,,@@Sudr:/ @, @° v dl (75)
I re Iy

H wnl

esto implica una restriccion cinematica acoplada entre las fluctuaciones regulares u,, y los saltos
fluctuantes Bu-

Como se mencion6 anteriormente, fuera del soporte compacto {27, el campo de fluctuaciones
totales u,, y regulares u,, coinciden. Esto quiere decir que el aporte cinematico que incorpora el
salto BN ya estd considerado en la definicion intrinseca del campo fluctuante regular @,,, fuera
del soporte §2¢. Esta afirmacion aplica incluso para la frontera de la celda unitaria. Es decir, el
campo ,|r, = u,|r, excepto para la pequefia porcion I';;. Luego, el primer término integral
en la ecuacién ([/3) tiene en cuenta la activacién del salto en la toda la frontera I',, excepto claro
en la porcién [/}

Si comparamos ambos términos integrales de la ecuacion ([73), asociados a @, y BM respecti-
vamente, se aprecia claramente que a medida que el soporte compacto (27 decrece en su tamafio,
también lo hace F;f 7y, por ende, el término integral asociado a BN tiende a decrecer (dado que
no existen componentes no acotadas en su integrando), mientras que la contribucién por w,,
conserva el mismo orden de magnitud. En definitiva este simple argumento permite justificar
una simplificacién que introducimos en el modelo, la cual consiste simplemente despreciar las
contribuciones integrales asociadas a la frontera F/f 7. Desde el punto de vista numérico, es-
ta asuncion también tiene sentido, dado que a medida que se refina el nivel de discretizacién
de la malla de elementos finitos, el soporte compacto numérico (la banda de elementos finitos
atravezados por la discontinuidad) decrece y los términos integrales en cuestion toman valores
despreciables frente a los restantes que involucran toda la frontera de la celda unitaria (que evi-
dentemente no varia con la densidad de elementos). No obstante, en un futuro, resta encarar un
estudio detallado sobre la validez y consistencia de la simplificacion introducida.

En definitiva, en el modelo propuesto en este trabajo, la formulacién conceptual y las condi-
ciones de borde a aplicar en la meso-escala son idénticas independientemente si las fisuras
alcanzan la frontera de la celda unitaria o son interiores. El modelo puede formularse integra-
mente aplicando restricciones cinemadticas sobre el campo de fluctuaciones regulares u,,, como
es estdndar en problemas que involucran propagacion de fisuras.



5. IMPLEMENTACION GENERAL DE LAS CONDICIONES DE BORDE

El desarrollo siguiente se basa en la implementacion de un modelo 2D de elementos finitos
(EF) triangulares formulado en fluctuaciones de desplazamientos, para la celda unitaria. El ele-
mento admite la activacién de una fisura (discontinuidad fuerte) mediante un grado de libertad

adicional (Bu) interno al elemento, por lo cual el salto de desplazamiento no aparece en forma
explicita en la formulacién (Sancho et al], P003). Dado que el soporte compacto para el modo
enriquecido es el propio elemento finito, los desplazamientos fluctuantes regulares en los nodos

de la malla coinciden con los desplazamientos fluctuantes totales en los nodos: @, = ’lfl,u. Por
tal motivo, de aqui en adelante el vector de fluctuaciones en desplazamientos incognitas nodales
se denota simplemente: ﬁu. Note que se utiliza el simbolo (@) para representar valores nodales.

Para mayor interpretacion de las ideas a tratar en este apartado, se introduce un particiona-
miento de los grados de libertad, considerando aquellos restringidos cinemdticamente ﬁu RY
aquellos sin restriccion (libres) g, tal que: 1, = [tz ,s]". Asi mismo el vector de gra-
dos de libertad restringidos se sub-divide considerando las posibles condiciones de contorno: (i)
minima restriccion por homogeneizacion fLZ r» (ii) periodicidad ﬁz r» Y (iii) valores impuestos

~ A

(constantes) de fluctuacion ﬁz r- De esta forma se tiene: ﬁu R = ['u,Z R ui R ﬁz »/T. El pro-
cedimiento general propuesto para el tratamiento de las condiciones de borde se basa en un
proceso de condensacion directa.

En primera instancia se introduce la aproximacién clasica por elementos finitos para la fluc-
tuacién de desplazamiento mesoscépico: i, (y,t) ~ N (y) u,(y, ), donde N (y) representa la
matriz global de funciones de forma de la discretizacion, valuada en el punto y.

Considerando la interpolacién por EF, la ecuacién de homogeneizacién de deformacién (B3)
se transforma en una condicién de borde lineal sobre los nodos de la frontera /',

/N(y)ﬁu®sudF:0 = Hu,|r,=0 (76)
Iy,

donde H es la matriz de restricciones por homogeneizacién (Giusti et al], P009) y &u I, s
el vector de desplazamientos nodales en la frontera de la celda unitaria. Para el caso 2D, la
ecuacion ([/d) impone 3 restricciones lineales independientes, relacionando 3 grados de libertad
de frontera (aqui llamados ﬁz r € ﬁu r) con los restantes grados de libertad de frontera.

La condicién de periodicidad general implementada en este trabajo puede vincular una
lista de grados de libertad asociados a los “nodos” de la malla (a los cuales denominamos
ﬁﬁ R € ﬁu r), con el desplazamiento de una lista de “puntos” arbitrarios en el dominio (no nece-
sariamente nodos de la malla, con lo cual se requiere una interpolacién consistente). Matemati-
camente esta condicion de borde puede escribirse:

HﬁﬁR—Pﬁuzo (77)

siendo I la matriz identidad y P una matriz, muy simple de obtener, que permite asignar a cada
grado de libertad restringido por periodicidad, el desplazamiento (interpolado) en un punto
especificado del dominio (de coordenada genérica y) con el cual se establece la restriccion de
movimiento.

Valores prefijados de fluctuaciones de desplazamiento mesoscépico (c€), asociados a los
grados de libertad 1:1,/‘; Rr € ’L:l,u r. pueden incorporarse en forma tradicional:

Talp =c° (78)



Este tipo de condicién de contorno se utiliza generalmente para recuperar el modelo multi-
escala Lineal o bien para eliminar modos rigidos de deformacién en los otros modelos multi-
escalas (Periodico, Minima Restriccion).

Todas las condiciones de borde tratadas pueden interpretarse como restricciones cinematicas
lineales sobre el campo "iu- Este hecho posibilita compilar todas ellas en una tnica expresion:

Cu, = [ Crr CRS][ZHS}:(; (79)
[

Expandiendo el vector de grados de libertad restringidos segtn los distintos tipos de condi-
ciones consideradas, se puede escribir:

I 0 0 0 R c
c u

Cir Crr Cir Chs e 0
(TS

5.1. Resolucion del sistema

A partir de la expresion (79) pueden obtenerse los grados de libertad restringidos en términos
de los grados de libertad sin restriccion:

ur = Cppc+ Cpl Crs tys =d+ L g (81)

en donde se ha definido: d = C,g}% c, L = Cg}% Crs. Para que la matriz Crp sea invertible se
deben seleccionar en forma adecuada los grados de libertad restringidos de tipo ﬁfj R

De esta forma, el espacio discreto de solucién I@fﬁ (el supra-indice “d” implica discreto) y el
espacio discreto de variaciones cinematicamente admisibles ”//#d, quedan definidos mediante:

~ u ~ ~
K E{u:[uz},talque:uR:d%—Lus}g%‘ig% (82)

SRS

“//“d = {5u = (u1 — u2), tal que: w1, ug € Kﬁ} (83)
Observacion 14 Note que la diferencia entre lej y e/”?f/ud viene dada porque en lCﬁ estdn consideradas
las restricciones minimas necesarias para eliminar el movimiento rigido.

Finalmente, para resolver el problema no lineal de equilibrio formulado en fluctuaciones de
desplazamiento mesoscopico a nivel de la celda unitaria, es posible plantear el siguiente sistema
de ecuaciones asociado una iteracion tipica “k” en el esquema iterativo de Newton:

Repr - + Kgrr Kkgs D1 Auys " | L ots | 0 ; Viuus (84)
Rog Ksp Koo Aty dtys 3 nS

(Kss+ Ksg L+ L7 Kps + L" Kpp L)Y 240%) = — [Res + L” Reg]™ ™" (83)

donde Re representa el vector residuo discreto y K = 0Re/ 81:1,” es el jacobiano del sistema.



6. EJEMPLO DE APLICACION

En esta seccidn, se presenta un problema de celda unitaria heterogénea 1D con generacion de
fisuras. Si bien el ejemplo es simple desde el punto de vista practico, resulta, a nuestro entender,
valioso desde el punto de vista teérico-académico, por varios motivos, a saber:

= Es posible obtener soluciones analiticas tanto para los campos mesoscOpicos como para las varia-
bles homogeneizadas, hecho que posibilita validar los resultados obtenidos numéricamente.

= Para este test en particular, dicha solucién analitica es la misma para el modelo Lineal, Periédico o
de Minima Restriccion Cinemadtica, situacion que favorece la verificacion de todas las condiciones
de bordes implementadas en el modelo numérico.

= Dado que se utiliza un modelo 2D de elementos finitos representando el caso 1D en estudio, para
resolver consistentemente el problema es necesario imponer condiciones de borde de distinto tipo
en forma simultdnea. Se muestra asi la potencialidad del procedimiento general propuesto en la
seccion ().

= Para el modelo numérico 2D, la fisura alcanza la frontera de la celda unitaria. No obstante dada la
simplicidad del problema, la hipétesis simplificativa introducida en la sub-seccién (f.3) no tiene
implicancia.

En la parte superior de la Figura [ se muestra el esquema conceptual 1D para cada modelo
multi-escala en estudio y su correspondiente version numérica-discreta (en la parte inferior)
con las condiciones de borde consistentes. En la misma figura, mediante linea de trazos se
simboliza una condicién de borde periodica, indicando ademds con qué grado de libertad se
vincula tal restriccion. La condicién de minima restriccion se visualiza mediante una linea llena.
Los simbolos restantes implican condiciones de borde homogéneas estandar. Puede observarse
que, para representar el problema 1D en forma consistente, en el modelo numérico 2D los nodos
centrales poseen condiciones de periodicidad en todos los casos, combinadas con otros tipos de
condiciones de borde. Por razones obvias, en esta seccion todas las variables se consideran
como escalares.

Figura 6: Celda unitaria heterogénea 1D con generacion de fisura: esquema conceptual 1D y su equivalente numéri-
co en 2D. (a) Modelo Lineal. (b) Modelo Periédico. (¢) Modelo con restriccién cinematica minima.

El problema consiste en aplicar a la celda unitaria una historia de deformacién macro moné-
tona creciente de traccion €, pre-establecida. La barra N°1 tiene un comportamiento lineal elas-
tico mientras que el elemento N°2 posee un comportamiento lineal eldstico sélo hasta alcan-
zar un valor de tension limite del material, aqui denominada tension ultima “¢,,”. A partir de



FE h (altura) | [ (longitud) | e (espesor) | A (area) Gy tw
[Kg/em?] | [em] [em] [em] [em?] | [Kg/em] | [Kg/cm?]
Barra N°1 3,00e5 5,00 5,00 1,00 5,00 — —
Barra N°2 2,00e5 5,00 5,00 1,00 5,00 0,10 25,00

Tabla 1: Propiedades geométricas y mecdnicas de los materiales (véase Figura E).

alli, dicho elemento activa una fisura, es decir una descripcién cinemética con discontinuidades
fuertes, cuya respuesta constitutiva viene dada por una relacion cohesiva traccidon-salto lineal
con ablandamiento (modelo de dafio) dada por la ecuacién:

3 2
T:[I—L]tu@ ; sm:ﬂ ;

(36)
Sm X tu

x = max(|5,])
donde G ¢ es la energia de fractura. En definitiva ambos elementos poseen una respuesta consti-
tutiva diferente (diferentes materiales). En la Tabla [I] se muestran las propiedades geométricas
y mecdnicas adoptadas para ambos materiales.

6.1. Solucion analitica

Por simplicidad, la solucién analitica del problema se plantea a partir del modelo multi-escala
Lineal, con lo cual la condicién de homogeneizacion de deformacion se impone en forma tri-
vial. No obstante, por simple razonamiento se deduce que, para el caso particular en estudio,
las soluciones asociadas a los modelos Periddico y Mimima Restriccion son equivalentes. Se
consideran dos regimenes diferentes. Durante la primera etapa de deformacién macro aplicada
(¢ < gy), ambos elementos de la celda unitaria se comportan en forma elastica, con lo cual no
es viable el desarrollo de fisuras (Bu = 0). Sin embargo dado que la meso-escala es intrinseca-
mente heterogénea (£, # F») existe un valor no nulo de fluctuacién de desplazamiento regular
(@, # 0). En este contexto las ecuaciones a plantear son las siguientes: (i) equilibrio entre las
dos barras, (ii) compatibilidad de desplazamiento fluctuante del nodo interno, (iii) respuesta
constitutiva de cada barra (elasticidad). Tras varios pasos algebraicos es posible obtener:

FEy Ao
< (A2 Ep — Ay Ey) ty 2t Hal
() = 5 TamE ¢ 0 Pmae<e oep= ﬁ;ﬁ (87)

I I
donde ¢ es la deformacion para la cual se activa y comienza a evolucionar la fisura. A partir del
campo de fluctuaciones en desplazamiento regular 1, pueden obtenerse todas las restantes va-
riables mesoscopicas. La respuesta homogeneizada de tension en la micro-celda también puede

obtenerse en forma analitica mediante:

il /
o(e) = — o1 df? +
() |‘Qu||: 2,1 - 2

Cuando la deformacién macro aplicada ¢ supera el valor umbral € las ecuaciones a tener
en cuenta son las siguientes: (i) equilibrio entre las dos barras, (ii) compatibilidad de desplaza-
miento fluctuante del nodo interno considerando ahora la activacién del salto BM, (iii) respuesta
constitutiva de cada material (elasticidad y dafo para la barra N°1 y N°2, respectivamente) y
(iv) equilibrio entre la fuerza cohesiva en la fisura y su entorno. Luego de varias operaciones
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matematicas es posible escribir las expresiones analiticas para este caso:
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Un aspecto interesante a destacar si comparamos las ecuaciones (B8) y (PI)) es que, en la
primera de ellas, un escalamiento proporcional de las longitudes de cada una de las barras
(l1 y l5) no tiene influencia alguna en la magnitud de la tensién homogeneizada obtenida, como
parece razonable esperar. Sin embargo, una vez activada la fisura y analizando la expresién (P1)),
se observa que el mismo razonamiento no es aplicable, variando la respuesta homogeneizada
de tensién conforme el tamafio de la micro-celda (véase ademds la Figura [J-(izq)). Este hecho
es conocido como efecto tamaiio en el contexto de la mecdnica de fractura y pone de manifiesto
la falencia del concepto de tamario representativo de la celda unitaria, al menos para el proceso
de homogeneizacion tradicional. En realidad esta caracteristica es propia del fendmeno de lo-
calizacion de deformaciones, independientemente de su origen, sea por inestabilidad material
(como el caso presente) o geométrica.
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Figura 7: Tensién homogeneizada en la celda unitaria. (a) Efecto tamafio dependiente de la longitud absoluta de la
celda unitaria. (b) Solucidn analitica vs. soluciéon numérica

6.2. Solucion numérica

El modelo numérico de elementos finitos 2D implementado, junto con el procedimiento ge-
neral para gerenciar las condiciones de borde en la meso-escala (Seccién ), se utilizé para
resolver el problema 1D en estudio. Se consideraron diferentes tipos de restricciones con la
intencion de recuperar, independientemente, el modelo multi-escala Lineal (Figura f}-(a)), Pe-
riddico (Figura f-(b)) y de Minima Restriccion (Figura f-(c)). Las propiedades geométricas y
mecdnicas adoptadas para definir cada modelo numérico son las indicadas en la Tabla [I.



Puede observarse una absoluta correspondencia entre las soluciones analiticas y las simu-
laciones, tanto para la respuesta homogeneizada en tensiones de la celda unitaria (ver Figura
[]-(der)), como asi también para los campos mesoscopicos de desplazamiento fluctuante regu-
lar 4, y salto fluctuante en desplazamientos Bu (ver Figura ). Né6tese asi mismo que como el
problema es inicialmente heterogéneo, el campo u,, comienza a evolucionar desde el principio,
mientras que el salto Bﬂ solo una vez que la deformacion macro supera el valor critico €. En
dicho instante el desplazamiento fluctuante regular 1, cambia bruscamente su tendencia.
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Figura 8: Solucion analitica vs. solucion numérica para distintos modelos multi-escalas. (a) Fluctuacién de despla-
zamiento mesoscopico regular (). (b) Fluctuacién en saltos de desplazamientos ((3,,).

7. CONCLUSIONES

En el trabajo presente se ha encarado un estudio sobre los fundamentos cineméticos y varia-
cionales de formulaciones multi-escalas para materiales cuasi-fragiles heterogéneos. Como apor-
te novedoso, se postularon las ideas conceptuales de un modelo multi-escala especifico, en el
cual resulta viable la nucleacién y propagacién de mudltiples fisuras a nivel de la celda uni-
taria. Desde el punto de vista numérico se ha formulado un modelo de elementos finitos con
discontinuidades fuertes embebidas juntamente con un procedimiento general para gestionar
condiciones de borde compatibles con la formulacién multi-escala subyacente. Asi mismo,
se ha propuesto un ejemplo simple 1D de celda unitaria heterogénea, sobre el cual hemos
obtenido soluciones andliticas tanto para los campos mesoscOpicos como para magnitudes ho-
mogeneizadas. La solucion analitica resulta ser la misma para el modelo multi-escala Lineal,
Periodico o de Minima Restriccion Cinemdtica. El modelo numérico propuesto recupera en
forma exacta tales soluciones analiticas, para los tres modelos multi-escalas mencionados.

Puede advertirse que en toda la extension de este trabajo, se ha utilizado el concepto de Celda
Unitaria y no el de Volumen Representativo Elemental (VRE). La definicion precisa de VRE en
el contexto de materiales que experimentan inestabilidad y falla localizada es un aspecto que
requiere un anlisis adicional y, de hecho, un tema abierto a discucién en la actualidad. Este y
otros puntos importantes de la formulacién motivan las lineas de trabajo futuro.
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ANEXO I: IDENTIDADES TENSORIALES UTILES

A continuacién, con el propdsito de aportar claridad y auto-contenido al trabajo, se transcri-
ben una serie de indentidades tensoriales utilizadas en deducciones previas, a saber:

/S-(VU)T(ZQ:/(S'V)@’UdF/(V-S)@’de (92)
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en donde {2 representa un dominio cuya frontera suave por tramos /" posee normal unitaria ex-
terior v, S es una superficie de discontinuidad material incluida en {2 con normal 7, mientras
que S, v y ( son campos tensoriales, vectoriales y escalares suficientemente suaves, respecti-
vamente (con el término suficientemente suave se hace referencia a campos con un grado de
diferenciabilidad tal que las expresiones anteriores conserven sentido matemdtico).
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