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Resumo da Dissertacao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ASPECTOS BASICOS DA MODELAGEM MULTIESCALA DE
TECIDOS BIOLOGICOS

Felipe Figueredo Rocha
Janeiro, 2015

Orientador: Pablo Javier Blanco, D.Sc

Co-orientador: Ratul Antonino Feijéo, D.Sc

Sabe-se que o conhecimento do comportamento mecanico da parede arterial é
fundamental para a compreensao de diversas doencas cardiovasculares bem como o
planejamento adequado do tratamento destas. Contudo a modelagem da resposta
constitutiva deste tecido é complexa sendo que a abordagem classica baseada
puramente em leis fenomenoldgicas é insuficiente para representar fendmenos
micromecanicos, os quais, ademais, dominam aspectos tais como remodelagem
e ruptura. A modelagem multiescala de tecidos biolégicos surge entdo como
uma alternativa mais racional para representar a resposta constitutiva destes
materiais levando-se em consideracao aspectos microscépicos da organizacao do
tecido como a existéncia de fibras de colageno, poros, etc. Neste trabalho
revisamos os conceitos fundamentais da mecanica dos solidos nao-linear incluindo
a linearizacao dos principios variacionais, bem como os aspectos basicos das
teoria constitutiva em grandes deformacoes, passando pelo tratamento da condigao
de incompressibilidade e a teoria do dano continuo. Uma teoria constitutiva
multiescala baseada na homogenizagao em um Elemento de Volume Representativo
em regime de grandes deformagoes é apresentada em um contexto de formulagoes
variacionais, sendo assumida a homogeneiza¢ao do campo de deslocamentos e do

gradiente de deformacao, além da consisténcia energética entre escalas baseada no

vil



principio de Hill-Mandel. Neste contexto, diversas simulagoes sao apresentadas
e discutidas. Por fim, como corolario da abordagem da mecanica do continuo,
mostramos uma estratégia para a identificacao do campo de dano baseado na
analise de sensibilidade de um funcional custo baseado nas diferencas de campos

de deslocamentos e energia de deformacao.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

BASIC ASPECTS IN THE MULTISCALE MODELLING OF
BIOLOGICAL TISSUES

Felipe Figueredo Rocha
January, 2015

Advisor: Pablo Javier Blanco, D.Sc

Co-advisor: Rail Antonino Feijéo, D.Sc

A detailed mechanical behaviour of the arterial wall is required to gain insight
on the onset and progress of some cardiovascular diseases as well as to propose
adequate treatments. The classical constitutive modelling approach based purely
on phenomenological laws fails in representing the micromechanical phenomena
which dominates important aspects of these tissues such as remodelling and
rupture. In turn, the multi-scale constitutive modelling raises as a more rational
alternative that allows to consider the microscopic features and interactions of the
basic unit blocks of the biological tissues such as the existence of the collagen fibres,
pores, etc. In this work we review the non-linear solid mechanics fundamental
concepts, the linearisation of the variational principles, numerical treatment of
incompressibility constraint as well the continuum damage theory. A constitutive
multi-scale theory based on the existence of Representative Volume Element in
the finite strain regime is presented in a variational formulation framework, where
homogenization for the displacement and deformation gradient are assumed as
well the energetic coupling between scales through a extended version of the Hill-
Mandel principle. In this context, a number of simulations are discussed. Finally,
as corollary of the continuum mechanics framework, we derive a strategy for the

damage field identification which is based on the sensibility analysis of a cost
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functional which takes account the displacement and energies differences.
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Introducao

Este capitulo introdutério tem o objetivo de expor a importancia do tema
estudado, seja no sentido médico mas também do ponto de vista tedrico da
mecanica computacional, e ainda os objetivos que desejamos alcangar ao longo do
trabalho. Serao ainda abordados de forma sucinta temas de indole mais biolégica
indispensaveis ao entendimento da dissertagao para um publico nao especialista
na area de biomecanica de tecidos moles, como por exemplo a constituicao da
parede arterial e as principais doencas relacionadas a esta. Ao final do capitulo
discutiremos a estrutura da dissertacao como forma de guiar melhor a leitura do

material.
Motivagao Médica

Enquanto as doencas cardiovasculares continuarem sendo a maior causa
de morte no mundo Mendis (2011); Heidenreich et al. (2011), os esforgos
da comunidade cientifica tenderao a crescer no sentido da maior compreensao
deste tema. Como nao poderia deixar de ser verdade, nestes tltimos anos,
pesquisadores das areas de engenharia, computacao e medicina comegaram a
introduzir ferramentas computacionais dentro da préatica da medicina. O atual
grau de desenvolvimento alcancado pelas técnicas de modelagem computacional,
conjuntamente com o rapido crescimento do poder de célculo dos computadores,
tem permitido o estudo, desenvolvimento e solucao de modelos computacionais
altamente sofisticados capazes de antecipar, com grau aceitavel de precisao, os
resultados de importantes procedimentos médicos.

A modelagem e a simulacao computacional, aliadas a aquisicao de imagens



médicas de pacientes especificos, permitem fornecer imagens tridimensionais de
alta resolucao representando os fenomenos que estao acontecendo em determinada
parte do organismo de um dado paciente. Estas tecnologias estao sendo aplicadas
com sucesso no planejamento terapéutico e cirirgico das mais variadas doengas, no
desenvolvimento de modelos (e sua simula¢ao computacional) para a dinamica do
sistema cardiovascular, dinamica do sistema respiratério, crescimento de tumores,
transporte, difusao e absorcao de farmacos, no desenvolvimento de métodos para
andlise empregando reconstrugao tridimensional de imagens obtidas por tomografia
computadorizada e de ressonancia magnética, entre outros.

Em particular, as doengas cardiovasculares, sao e continuarao a ser
a principal causa de morte na populacdo nos paises desenvolvidos e em
desenvolvimento como o Brasil. Em especial, a cardiopatia isquémica em conjunto
com a doenca vascular cerebral continuarao a ser as principais causas de morte
no mundo, sendo consideradas responsaveis por 35% das mortes nos paises
desenvolvidos e 25% mnos paises em desenvolvimento. No entanto devido a
maior populagao dos paises em desenvolvimento, o niimero de mortes por estas
doencgas serd quase trés vezes maior nos paises em desenvolvimento do que nos

desenvolvidos.

Constituicao da Parede Arterial

O corpo humano é um sistema altamente complexo, em particular a parede
arterial apresenta uma estrutura muito rica do ponto de vista mecanico. Dentre os
componentes basicos mecanicamente relevantes, estao a elastina, o colageno e as
fibras de musculo liso. Podemos ver na Fig. 1(a) um corte da parede arterial com
suas diversas camadas. Do interior para o exterior temos uma divisao simplificada

em 3 camadas mecanicamente relevantes, sao elas:

Intima: E formado basicamente por elastina, e tem comportamento
aproximadamente elastico linear e isotrépico, visto a predominancia

quase total deste componente. Por vezes o endotélio nao é considerado



parte desta camada, visto a pequena espessura e pouca relevancia

mecanica

Media: E a parte intermediaria que compoe maior parte da artéria sendo formada
por uma matriz eldstica e musculo liso, reforcada com fibras de colageno.
O comportamento aqui é nao-linear e anisotropico dada a presenca do

musculo liso e coladgeno.

Adventicia (ou Adventia): E a parte externa, sendo a mais rigida do ponto de
vista mecanico, pois é formada por uma concentragao maior de fibras de

colageno imersas em elastina.

A primeira, denominada intima, é de espessura reduzida e compoe-se das
células de endotélio cobertas por uma lamina eldstica que é a interface com a
segunda camada. Esta segunda camada, denominada media, possui por sua vez
diversas camadas cada uma com uma estrutura helicoidal prépria. Em cada
subcamada a composicao é principalmente de musculo liso e caracteriza-se por
ter um comportamento principalmente elastico. Uma lamina eldstica realiza a
interface entre esta e a terceira camada, a qual se denomina adventicia, que é um
complexo arranjo, também helicoidal, de fibras de coldgeno que fornece o maior
suporte estrutural a fim de manter a estabilidade frente a solicitagao produzida
pelo escoamento do sangue.

Como mencionado anteriormente, a camada media e adventicia tem carater
anisotropico, e uma medida experimental importante é a angulo preferencial no
qual as fibras de coldgeno estao distribuidas, bem como seus estiramentos. Tais
caracteristicas podem ser adquiridas experimentalmente via andlise microscépica
de imagens médicas como visto em Fig. 1(b). Vale salientar que a modelagem do
musculo liso até o presente momento nao é bem compreendida na literatura e seu

efeito é frequentemente desprezado nos modelos existentes.



Adventia com reenforco
de fibras helicoidais

Media com reenforco de fibras
tranversalmente isotrépico

Intima com reenforgo
de fibras helicoidais

Fibras de colageno
lamina elastica externa
fibrila de coldgeno
célula de musculo liso
fibrila elastica |
. PENT M
lamina elastica interna A
célula do endotélio

(a) Camadas da parede arterial (obtida de Holzapfel et al. (2000)).

(b) Imagem microscépica (Multi-Photon
Microscopy System) da adventicia, em verde
elastina e em vermelho fibras de colageno
(obtida de Robertson et al. (2012)).

Figura 1: Imagens da parede arterial.

Modelagem constitutiva multiescala e tecidos biolégicos

Do exposto na se¢ao anterior, observa-se que os tecidos biologicos da parede
arterial téem uma constituicao altamente complexa e exibem um comportamento
nao linear devido a complexidade constitutiva. Isto coloca a necessidade de
estender os modelos constitutivos existentes na atualidade, baseados puramente

em fenomenologia, para modelos que considerem informacgoes da constituicao



(a) Rompimento de um tecido arterial (obtida de (b) Aneurisma cerebral.
Robertson et al. (2012)).

Figura 2: Fenomenos relacionado a falha de material de tecido.

microscépica do tecido Speirs et al. (2008). Uma forma mecanicamente racional
de estender estes modelos é introduzir o conceito de modelagem multiescala, e
este é o caminho escolhido na parte final do presente trabalho para modelar o
comportamento dos tecidos arteriais.

Um ponto de grande relevancia pratica em que a teoria multiescala pode
ser util é o de se estudar os mecanismos de degradacao e falha dos tecidos
bioldgicos. Esta abordagem permite estudar a formacao de trincas no material
a nivel microscépico, que é realmente onde elas se originam, e a partir dai obter
a representacao final desta através de uma descontinuidade a nivel macroscépico
Sanchez et al. (2013). A importancia deste estudo esté relacionada com diversos
males como por exemplo o rompimento e crescimento de aneurismas (ver Fig.
2(b)), assim como a ruptura de placa aterosclerética.

Outro aspecto que justifica este estudo, em favor da abordagem multiescala,
é a dificuldade da obtencao de parametros para os modelos fenomenolégicos neste

L Tsto vai de

tipo de tecidos, visto que os testes mecanicos sao realizados ex vivo
encontro ao refino dos modelos fenomenolégicos, pois estes quanto mais complexos,

mais parametros sao necessarios.

Existem testes que sao realizados em animais in vivo, mas ha sérias questoes éticas
envolvidas.



Além do ingrediente constitutivo nao-linear e de natureza multiescala,
ha ainda varias outras dificuldades relacionadas com a modelagem de tecidos
biolégicos.  Por um lado tais tecidos, que sao classificados como moles,
permitem grandes deformacoes, de forma que o problema ganha uma nao-
linearidade adicional conhecida como nao-linearidade geométrica. Por outro lado,
diferentemente dos materiais de engenharia, ha diversos outros processos de carater
biolégico como o crescimento e remodelamento (Growth and Remodelling), que
modificam profundamente, dentre outras coisas, a geometria e parametros dos

materiais em questao.

Objetivos

Assim sendo, o objetivo geral colocado para o presente trabalho
¢ o desenvolvimento de modelos constitutivos multiescala para simular o
comportamento da parede arterial, com énfase na modelagem de fenomenos de
falha e degradacao de materiais.

De forma especifica, visto que os materiais em questao sao tecidos moles, ¢é
primeiro necessario implementar e validar modelos da mecanica do continuo para
corpos hipereldsticos em regime de grandes deformacoes. Em um segundo momento
¢é necessario incluir no modelo mecanismos de dano destes materiais.

Em seguida, apds o desenvolvimento de uma teoria multiescala baseada em
EVR, incorporaremos modelos de degradacao do material para entao estudarmos
fenomenos de localizacao na escala microscépica de EVR poroso. Vale salientar,
que ainda nao é objetivo deste trabalho a resolucao dos problemas macroscopico e
microscopico acoplados, mas sim separadamente.

Como um coroléario da descricao do dano, é ainda objetivo deste trabalho o
desenvolvimento de um algoritmo de identificacao do campo de dano sofrido pelo

material através de uma geometria conhecida de equilibrio do corpo.



Organizacao da dissertagao

O texto esta dividido em 6 capitulos excluindo-se o capitulo de introducao
e conclusao, como pode ser visto na Fig. 3. Os primeiros 4 capitulos tém um
enfoque de revisar conceitos béasicos da mecanica do continuo, em especial aqueles
usados no estudo de tecidos biolégicos. Na segunda parte que é constituida por 2
capitulos independentes, estendemos e aplicamos a teoria aprendida na primeira
parte, em situagoes que nao sao tao classicas na literatura. Vejamos a descrigao

de cada um dos capitulos:

Parte I

Capitulo 1 Este capitulo comeca apresentando os aspectos bésicos da
cinematica em grandes deformagoes. Em seguida, apds uma breve
introducao ao principio de poténcia virtual em uma forma abstrata,
é estabelecida a formulacao variacional para o problema de equilibrio
de elasticidade bem como a linearizacao desta tultima, que sera base
para a implementacao em elementos finitos. Vale salientar que
todas as equagoes foram passadas para configuragao de referéncia (ou

material).

Capitulo 2 Neste capitulo discutimos alguns principios da teoria
constitutiva dos materiais (de maneira fenomenoldgica) para
materiais hiperelasticos. Na sequéncia a teoria é estendida para
incluir inelasticidade através da varidvel de dano continuo. E
dada uma atencao especial a derivacao analitica dos tensores
de tensao e tangente constitutiva através de leis hiperelasticas
isotrépicas baseadas nos 3 invariantes do tensor de Green-Lagrange,
necessarios para implementacao das equagoes vistas no primeiro
capitulo. E discutida ainda a extensdo para leis hiperelasticas

anisotropicas da classe transversalmente isotrépicas com até duas

direcoes preferenciais, caso que modela a parede arterial reforcada



por fibras de colageno. Por fim, apresentamos as formas particulares
das energias de deformacao e de evolucao de dano que utilizamos

durante o trabalho.

Capitulo 3 Este capitulo é devotado ao tratamento da incorporagao da

condicao de incompressibilidade do campo de deslocamentos, visto
que grande parte dos tecidos biolégicos satisfazem essa condigao.
A imposicao da incompressibilidade no espago dos deslocamento
é relaxada através da incorporacao do multiplicador de Lagrange
de pressao, conduzindo a formulagbes mistas no contexto de
elementos finitos. Por fim, sao discutidas as opgoes de escolha dos
espagos de aproximacgao bem como uma estratégia de melhoria de

condicionamento do sistema linear.

Capitulo 4 Neste capitulo sao mostrados os estudos numéricos da

Parte 11

implementacao de elementos finitos realizada, buscando aplicar todos
os aspectos tedricos discutidos nos capitulos anteriores. Foi escolhido
um caso classico da literatura que ¢ o do cilindro incompressivel com
simetria de revolugao pressurizado aonde temos solucao analitica de

referéncia.

Capitulo 5 Neste capitulo, que da o nome a dissertacao, é desenvolvida

em formato variacional uma teoria constitutiva multiescala em
grandes deformacoes baseada na homogeneizacao de um EVR
(Elemento de Volume Representativo). Vale observar que
desenvolvimento estd apoiado em recentes trabalhos (Blanco et al.,
2014a; de Souza Neto e Feijoo, 2006; Sanchez et al., 2013; Blanco
et al., 2014b; de Souza Neto et al., 2014) . Em seguida, motivado
por imagens microscopicas, aplicamos esta teoria a uma microcélula

porosa de elastina localizada no interior da intima sob varias



configuragoes de poros. Obtemos dessa forma bandas de localizagao
de deformacao entre os poros e pontos de instabilidade (mudanga no

sinal da derivada) nos graficos de tensao-deformacao.

Capitulo 6 Desenvolvemos neste capitulo uma estratégia de identificacao
do campo de dano baseado na minimizacao de um funcional custo
adequadamente proposto. E usado um funcional Lagrangiano para
relaxar a condicao subsidiaria que vem do problema de equilibrio
mecanico, e através da solucao do problema adjunto se faz possivel
calcular analiticamente através de um simples pds-processamento a
sensibilidade do funcional em questao a variavel de dano que queremos
identificar, a sensibilidade é entao usada como critério para a direcao
de descida do nosso algoritmo. As geometrias alvos (placa circular)
para os exemplos numéricos sao construidas a partir da resolucao do

problema de equilibrio mecanico para um campo de dano conhecido.



Aspectos Basicos

Mecanica de

Grandies Deformacies Modelos Constitutivos

Tratamento da

o Testes Numeéricos
Incompressibilidade

ModelagemlConstitutiva Identifiicacaeldoicampo
Multiescala'iTeariale de dano: Teopa? e
Exemplosinumenicos Exemplosinumeérnicos

Figura 3: Estrutura esquematica da dissertacao.
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Capitulo 1

Mecanica das grandes deformacoes

Neste capitulo apresentaremos as equacoes basicas da mecanica do continuo,
desde a definicao do mapeamento entre configuracao material e espacial, até a
linearizacao do principio variacional utilizado na formulacao do problema. Nos
deteremos as equacoes e definicoes mais genéricas no sentido de nao serem
particularizadas para pequenas deformacoes, ja que o foco do nosso estudo sao
materiais que em nenhuma situagao admitem essa aproximagao.

Durante todo o capitulo admitiremos a existéncia de uma funcao de potencial
hiperelastico, sem no entanto dar nenhuma forma explicita para o mesmo. Este
tema serd tratado de forma aprofundada no capitulo posterior, onde discutiremos
todos os modelos de materiais que usaremos neste trabalho.

Por concisao, alguns operadores matematicos e notagoes utilizados que
sao usuais em mecanica do continuo nao estao definidos no texto. Para isto,
sugerimos fortemente ao leitor que visite os Apéndices A e B sempre que se sentir
desconfortavel com alguma notacao. Estas notagoes nao sao de longe universais,
nem mesmo no campo da mecanica.

Sem ser exaustivos, as referéncia classicas sobre este tema sao Holzapfel
(2000); Ogden (1984). Para conceitos mais fundamentais de mecanica do continuo
Gurtin (1981) fornece uma exposicao precisa. Em relagao aos aspectos relacionados
ao método dos elementos finitos para problemas nao-lineares sugerimos Wriggers

(2008); Bonet e Wood (1997); de Souza Neto et al. (2008). Para um leitor mais
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interessado em aspectos mateméticos do tema Marsden e Hughes (1983); Ciarlet
(1988) possuem exposicao mais rigorosa e Ball (1976) demonstra condigoes de
existéncia de solucao do problema de elasticidade nao-linear.

Ao longo deste capitulo, assim como nos subsequentes, a ferramenta basica
de modelagem serd o principio de poténcias virtuais (formulagao variacional)
formulado modernamente na mecanica por Germain (1972); Maugin (1980) ' .
Ressaltamos aqui que a escolha desta abordagem é justificada por se tratar de
uma metodologia das mais sistematicas e seguras de modelagem, senao a mais,
além de permitir a derivacao direta de métodos numéricos robustos (elementos
finitos) e de ter sélida base matematica fundada na andlise funcional.

Serao analisados primeiramente aspectos cinematicos que conduzem a
uma medida de deformacao e aos espacos funcionais de variagoes relacionados,
depois procederemos por argumentos de dualidade segundo as caracterizacoes das
poténcias internas e externas através das quais identificaremos medidas de tensao
e esforcos externos respectivamente, postulando finalmente o equilibrio mecanico
variacionalmente. Este procedimento esta melhor descrito em Feijoo e Taroco

(1982, 1983); Taroco et al. (2014).

1.1 Aspectos cinematicos

Seja Q,, € R™ e Q, ¢ R™ abertos, onde nd € {2,3}. Tais dominios estdo
relacionados por um mapeamento x : €4, — €, , onde x é um difeomorfismo 2
, de tal forma que Qg = x(€,,). Aos dominios 2, e {2 nos referiremos como
configuragao material (ou Lagrangiana ou de referéncia) e espacial (ou Euleriana
ou atual), respectivamente.

Fisicamente, €2,, representa o conjunto de particulas X pertencentes a

3

um corpo em estado livre de deformacoes Por outro lado €2, representa a

! Nos referimos modernamente pois as ideias por tras deste principio j& eram utilizadas por
Lagrange, Euler e Bernoulli.

2 £ um isomorfismo e é diferencidvel.

3 Em nosso contexto, corpo representa um sélido, mas mais genericamente corpo se refere a
uma porcao de matéria, seja ela fluida ou sélida. No lugar de livre leia-se uma configuracao de
referéncia por onde comecaremos o estudo, podendo haver deformacoes ou tensoes residuais que

12



configuragao em que o corpo se encontra em equilibrio quando submetido a um

processo de carregamento conhecido. Desta forma:

Qs ={x;x =x(X),X € Q,} (1.1)

Reciprocamente, dado que x admite inversa (') por ser um isomorfismo,

temos ainda:

Q= {X;X = x (%), x € Q) (1.2)

Definimos agora o campo de deslocamento u : €, — R* como:

u(X) =x - X = x(X) - X (1.3)

Por outro lado temos a descricao espacial do deslocamento, denotado por us,

tal que uy : Qy — R™ dado por:

u,(x) =x - X =x—x"'(x) (1.4)

Dado que o mapeamento é diferenciavel, faz sentido definir o gradiente desta

transformacdo ¢ , comumente denominado de F, segue:
F(X)=(F),=Vx(X)=I+Vu (1.5)

Daqui para frente quando omitido a referéncia a configuragao material,
admitiremos F sempre material. Fixando uma base ortonormal (cartesiana) temos

€1 COITlpOIlGIlteSI

Fij = " = A ' (1-6)

a principio nao sao considerados neste estudo.
4 Uma prética comum, porém errénea, é chamar F como o gradiente da deformacio. Quando
for preciso chama-lo pelo nome, preferiremos gradiente da transformacao
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Analogamente temos o gradiente inverso dado por:

Fl(x) = (F ), = gradx *(x) = I — gradu, (1.7)

Assim introduzido, a inversa do gradiente da transformacao é uma

quantidade espacial. Novamente, sobre uma base cartesiana, temos em
componentes:
—1
= 5 - 2 +
Fisicamente o tensor F mede o desvio de um vetor AX = X — X, na

configuracao de referéncia a um outro correspondente na configuragao atual Ax =
x — X9 = X(X) — x(Xp). De tal forma que no limite quando X — Xy, AX — dX

e Ax — dx temos:
dx = FdX (1.9)
O tensor F também traz importantes informacoes sobre a variagao do volume
de uma particula sélida. Isto é, sejam dX;, dx;,i € 1,2,3 de tal forma que:
de = Xm . (dX2 X ng), dQS = dX1 . (dXQ X ng) (]_]_0)
Da interpretagao geométrica do determinante temos:

det F — FXm . (FdXQ X Fng) - dX1 . (dX2 X ng)
o dX - (dXy x dX3) dX - (dXg x dX3)

Sendo assim:

dQ, = det FdQ,, (1.11)

Perceba que a relacao acima motiva uma restricao sobre o mapeamento x que
postulamos existir. Esta condicao, que na verdade é um axioma fundamental da

mecanica é conhecido como impenetrabilidade da matéria, diz que o mapeamento
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X € tal que:
detF > 0 (1.12)

Dado a constante utilizacao deste termo, definimos a variavel J como:

J = detF (1.13)

Ainda, é natural imaginar que o gradiente da transformacao também tem relacao
com a mudanca das normais dos dois dominios. De fato, sejam dois elementos
infinitesimais de volume, um em (2, e outro em §2,, onde uma das faces esteja
localizada na fronteira do corpo, com areas dI',, e dI'y e normais unitarias N e

n respectivamente. Da propriedade do produto vetorial e utilizando as equacoes

(1.11),(1.9) e (1.10) temos:

dX1 . (dX2 X dX3) = JXm : (dXQ X ng)
FdX; - ndl'y = JdX; - NdI',,

dX; - (F'ndl,) = dX; - (JNAI,,)

Como dX; é genérico temos portanto a seguinte relacao conhecida na literatura

como formula de Nanson.

ndl', = JF-'NdI’,, (1.14)

Tomando o médulo temos ainda:

dr, = J|JF~TN|dT,, (1.15)

Outra aplicacao do tensor F é transformar derivadas de campos expressos em

configuragoes distintas. Para um leitor familiarizado com conceitos de geometria
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diferencial, estas transformagoes sdo conhecidas como Pull-Back (da configuragao
espacial para material) e Push-Forward (no sentido inverso). Como exemplo,
vejamos como se da o Pull-Back de um campo vetorial, em particular o campo

de deslocamentos:

[(graduy) )i = Oui)  _ (Ou 0Xy\  _ OUi 09Xy
& s/ aﬂfj m N an m (%zzj m - 8Xk (%cj

Da defini¢ao do gradiente da transformacao inversa em (1.8) temos que:

(graduy),, = (Vu)(F1),, (1.16)

No sentido inverso temos:
(Vu), = (graduy)(F), (1.17)

Expressoes semelhantes para outros campos tensoriais sao igualmente
possiveis, no entanto adiaremos os exemplos a medida que houver necessidade.
Uma outra medida de deformagao pode ser introduzida tomando o produto

interno de (1.9) por ele mesmo, assim:
dx - dx = FdX - FdX = F'FdX - dX

Ao tensor que aparece no segundo termo damos o nome de tensor de Cauchy-
Green (esquerdo), isto é:

C=F'F (1.18)

Analogamente pode ser 1til em algumas circunstancias definir o tensor de

Cauchy-Green (direito) como segue:

B = FF' (1.19)
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A medida de deformacdao dada pelo desvio do tensor de Cauchy-Green
(esquerdo) da identidade é chamada de tensor de Green-Lagrange, e é definido

COIMo:

E— %(c _1) (1.20)

Ou em forma expandida em func¢ao de Vu:

B(u) = (Vu+ (Vo) + (Vu)" Vu) (1.21)

Desprezando o termo de segunda ordem temos o tensor de deformacoes e
dito infinitesimal (perceba que nao se faz diferenca entre a configuracdo material

e espacial). Abaixo segue a definigao:

1
e(u) = §(gradu + (gradu)”) = grad®u (1.22)

E muito usual ao se trabalhar com o tensor de Cauchy-Green (ou qualquer

outro tensor) definir niimeros caracteristicos chamados de invariantes. Estes so:

L =trC (1.23)
1

I = S((tr C)? — tr C?) (1.24)

I3 = det C (1.25)

Os invariantes de um tensor nada mais sao do que os coeficientes do
polinémio caracteristico do mesmo. Sendo assim, possuem relacao direta com os
autovalores (raizes do polinomio) dado pelas relagoes de Girard. A interpretagao
dos autovalores de F é mais simples, representando fisicamente os estiramentos

(ou stretches) em direcdes principais. Dado que A(C) = A(F)?, e sendo o(F) =
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{A1, A2, A3} 0 espectro de F, entao:

Li=X+ A+ (1.26)
Iy = NIA3 + A5X3 + A3\ (1.27)
I3 = ANIA3A; (1.28)

Como veremos no proximo capitulo as leis constitutivas geralmente sao dadas
ou como funcao dos invariantes ou como funcao dos autovalores, sendo que a
primeira forma ¢é a mais comum. Sendo assim, nos sera util a derivada dos

invariantes em relagao ao tensor C, pode-se mostrar entao que:

ol

St 1.2
5C (1.29)
ol,

5a =11-C (1.30)
oly .,

50 = 1sC (1.31)

Para algumas aplicagoes é til definir as partes isocéricas dos tensores F e
C, denotados de F e C respectivamente (representaremos com barra quantidades

relacionadas a estes tensores). Segue entao:

F=J°F (1.32)

C=F'F=J?%C (1.33)

Perceba através de (1.13) que a definicio foi construida de tal forma det F =

1. E facil ver que a relacao entre os dois primeiros invariantes é:

L =J?%1 (1.34)

L =J730, (1.35)

Sera util para os desenvolvimentos seguintes definir os espacos em que se
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encontram os campos de deslocamentos. Para isto é preciso levar em conta
as restrigdes que estes campos devem obedecer para serem compativeis com o
modelo. Exemplos de restrigcoes sao valores prescritos na fronteira, condi¢oes de
incompressibilidade, condi¢oes de contato, etc.

Além de restrigoes é preciso caracterizar a regularidade desses campos,
definimos entao um espaco de Hilbert % de deslocamentos genérico como sendo um
espago suficientemente regular aonde todas as operagoes (proxima segao) a serem
realizadas facam sentido. Sendo assim, definimos o subconjunto de deslocamentos

cinematicamente admissiveis Kingy C % como sendo :

Kingy = {u € % ;sujeito a restri¢oes cinematicas} (1.36)

Como exemplo, suponha a particio da fronteira I',, = 99, = TP2UTY e T2 NTY =

() aonde é prescrito o deslocamento em I'? isto é:

King = {u € %;u|rp = 0,detF > 0 em Q,,} (1.37)

Este é um conjunto de campos cinematicamente admissiveis onde se
encontram as possiveis solugoes de um problema. E facil ver que nem toda
combinagao linear de dois elementos deste conjunto nao se encontra nele, logo nao
é um espaco vetorial ® . A seguir definimos um espaco de variacoes admissiveis

relacionadas, como sendo:

Vary, = {4 € % ;0 = u; — uy,onde: uy,uy € King } (1.38)

Onde é facil ver que Kingy é uma variedade linear de Vary , isto é, King = ug+Vary,

, onde ug € Kingy ¢é arbitrario. No caso de um deslocamento prescrito na fronteira,

5 ’ . . ~ N . ~
° As unicas combinagbes que conduzem a elementos no conjunto sdo as convexas. Portanto
apesar de nao ser espaco vetorial, este conjunto é convexo
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as variagoes sao dadas por:

Vary = {a € %;u|rp = 0} (1.39)

O espaco de variagoes Vary é composto por campos admissiveis de “velocidades”
(agoes de movimentos) nas quais se submetidas a uma configuragao admissivel esta
ultima continuard em King, . Vale ressaltar que um desses elementos é de fato uma
acao de movimento real, os demais sao ditos virtuais.

Dado que ja temos os elementos basicos necessarios da cinemaética,
discutiremos um pouco sobre os elementos de uma formulagao variacional abstrata
e s6 entao em seguida passaremos para o principio de poténcias virtuais que define

o equilibrio mecanico.
1.2 Formulacao variacional abstrata

A secao anterior foi dedicada a descricao dos aspectos cinematicos do
modelo, isto é, campos de deslocamentos e deformacoes no caso de sélidos. Outro
ingrediente restante a inserir é quantificar o quanto é necessario consumir (energia
ou poténcia) a fim de realizar mudangas neste estado cinemético em que o corpo
se encontra.

E possivel entao distinguir dois tipos de poténcias relacionadas a esta
mudanca, chamemos de interna e externa. A primeira é relacionada com as
mudancas ocorridas sob forma de deformacao do corpo, sendo nula em um
movimento de corpo rigido. Nao obstante, a segunda é necessariamente funcao
dos campos de deslocamentos, visto que alguma energia é consumida mesmo em

movimentos rigidos. Formalizemos estas ideias: °

e Dado um espaco ¥ de deslocamentos com suficiente regularidade, defina

um espaco vetorial Vary C 7 e uma variedade linear Kiny tal que Kiny =

6 As notacoes usadas nesta secao sio preferivelmente genéricas com o objetivo de néo confundir
com as notagoes empregadas ainda neste capitulo para o caso especifico do problema de equilibrio
mecanico. Embora os nomes dos espacos e operadores sejam inspirados na mecanica dos sélidos,
eles devem ser entendidos em um sentido generalizado.
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vo+Vary , com vy € Kiny arbitrario, tal que todas as restrigoes cinematicas

sao consideradas em Kiny .

Defina um espago # de medidas de deformacao (D) através da defini¢ao
do operador tangente D : ¥ — #, também chamado de operador de
deformagao. Desta forma, temos também implicitamente definido o espago
vetorial do niicleo do operador dado por A (D) = {v € ¥;Dv = 0}. Se

um elemento v € A4 (D) ele é chamado de movimento rigido.

Defina um funcional linear e continuo P* € ¥’ de poténcia interna no
qual pelo teorema de representacao de Riesz possui tnica representagao da

forma:

P(D) = P(Dv) = —(T,Dv)yrsy (1.40)

onde o uso do simbolo do menos ¢é devido a convencao usual da mecanica.
Note que por argumentos de dualidade temos implicitamente introduzido
um novo elemento 7' € ¥, o qual é chamado de tensao. Posteriormente
veremos que este novo elemento coincide com o conceito classico de tensao
da mecanica do continuo, s6 que introduzido de maneira muito mais

natural.

Defina o funcional linear e continuo P° € ¥’ de poténcia externa no
qual pelo teorema de representacao de Riesz possui unica representacao

da forma:

Pe(v) = (f,v)rxr (1.41)

Novamente, por argumentos de dualidade temos implicitamente definido
um novo elemento f € ¥’ chamado de esfor¢o externo. Veremos mais
adiante que f € ¥ tem correspondéncia direta com conceitos de forcas de

superficie e corpo, cldssicos da mecanica do continuo.
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e Dizemos que o esforco externo é compativel com o modelo, se este nao
produz poténcia virtual externa com as agoes de movimentos rigidas, isto

é:

Pe(0) = (f,0) =0, Vo e Vary NN (D) (1.42)

Note ainda que ao se trabalhar com o produto de dualidade (-, )y, temos

a definicao do operador adjunto D*desta forma:

<T, DU)W/Xy// = <D*T, U>«y/><~// (143)

Este operador, também chamado de equilibrio, é determinado geralmente
com sucessivas integragoes por partes como veremos mais adiante. Vale destacar
que os esfor¢os externos admisssiveis pelo modelo cinematico surgem naturalmente
da andlise de D*.

Todos os ingredientes bésicos necessarios ao Principio de Poténcias Virtuais
foram comentados e podem ser resumidos no diagrama da Fig. 1.1. Segue abaixo

o enunciado do principio.

W
D PU(D) = —(T, D) yrxw T
Figura 1.1: Diagrama de dualidade do Principio de Poténcias Virtuais.

Principio 1. Um sistema mecanico estd em equilibrio com um sistemas de for¢as
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f e V" compativel se :

PY Do) + P(d) = —(T, D) + (f,0) =0 Vi € Vary (1.44)

Apesar de estarmos nos referindo constantemente ao termo “equilibrio”,
que pode ser interpretado muitas vezes erroneamente como “equilibrio estatico”,
estamos tratando de fato de um “equilibrio dinamico”. Isto quer dizer que em
problemas dinamicos, onde aparece a poténcia inercial, estes podem ser tratados
no arcabougo do modelo apresentado bastando tomar f = f*— pt , onde v € Kiny
e p é a propriedade de massa especifica do corpo 7 .

Por fim, o Principio de Poténcias Virtuais apresentado nesta secao, que em
um primeiro momento foi colocado em formato abstrato, é uma ferramenta que
nos permite uma sistematizagao na construgao de modelos. Sendo esta abordagem
uma das mais “seguras”; se nao a mais, no sentido de deixar claro quais as hipéteses
necessdrias e quais esforgos sdo compativeis com o modelo Germain (1972); Maugin
(1980); Feijéo e Taroco (1982, 1983); Taroco et al. (2014) . Este aspecto é
primordial ao se trabalhar com modelos mais complexos. Outro aspecto importante
das formulacoes variacionais, estd na construcao e utilizacao de métodos numéricos
para resolucao do modelo, tal como o método de elementos finitos. Inclusive
com andlise numérica e estimativas de erro obtidas com auxilio de ferramentas

matematicas bem fundadas da Andélise Funcional.

1.3 Principio de Poténcias Virtuais

Postularemos agora o Principio de Poténcias Virtuais na configuracao atual
para um problema de equilibrio mecanico no espago (ver Fig. 1.2), que é sua forma
mais natural. Na sequéncia serao derivados como consequéncia os equivalentes

tensores de tensao e principios de poténcias em configuragao material, que é aonde

" A forma colocada deve ser modificada de © para © em problemas aonde o campo de trabalho
seja velocidades e nao deslocamento. Novamente preferimos trabalhar com a notacao v ao invés
de u neste contexto inicial mais abstrato. Massa especifica pode ser entendida em um contexto
generalizado dependendo do problema, por exemplo em eletromagnetismo.
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focaremos dai em diante. Admita que o espago %, tenha regularidade suficiente

para as operacoes envolvidas ® .

Principio 2 (Principio de Poténcias Virtuais). Seja t € [Z*(TYV)]™, b ¢
[(L2(Q)]™ tal que o sistema de forcas f = {b,t} € (%) seja compativel com o
modelo. O sistema se encontra em equilibrio se o campo de deslocamentos u, €

King, € tal que:

TN

s

/a(us)-e(ﬁs)dQsz/ b i, do, +/ ¢-t,dlY  Va, € Vary, (1.45)
Qs Qs

onde:
o King, = {u, € %Z;u,|rp = u,,det(F), > 0 em €}.
e Vary, = {U, € %;0,|rp = 0}.
e o ¢ o tensor de tensio de Cauchy dado como funcdo dos deslocamentos

por meio de uma lei constitutiva tal que o = F(u,)? .
1 T
o &() = ;(grad(-) + grad™(-)) .

No contexto abstrato apresentado anteriormente a formulagao expressa na
configuragdo espacial consiste simplesmente em tomar D(-) = grad®(-) = e(-)

e o produto de dualidade da poténcia interna ser definido como P'(e(is)) =

—(o,e(uy)) = —/ o - e(uy)dQ,.

Salientamos diue da forma como foi definido D a formulacao sé permite
identificar tensores simétricos de tensoes no espaco #', sendo uma consequéncia
natural da dualidade que os tensores de Cauchy pertencem ao espaco dos tensores
de segunda ordem simétricos. Os sistemas de forcas condizentes com o modelo

foram tomados como o par f = {b,t}, sendo o primeiro elemento uma forga de

corpo e o segundo elemento uma tracao na superficie. De fato, integrando por

8 Note que a escolha de %, = [#1(Q,)]"? é em geral s6 vélida para o caso de elasticidade
linear infinitesimal.

9 Discutiremos melhor este assunto no capitulo posterior, por enquanto é somente necessario
postular a existéncia de uma lei
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partes temos —/ o-e(u,)dQ, = / divo-u, dQs—/ on-u,dI'Y = (D*o, 1),
s s ry
ou seja, aparecem dois tipos de termos, integrais no dominio e na superficie. Este é

o carregamento mais genérico permitido pelo modelo, nada impede de se considera

nulo algum dos elementos de f.

T
N t
o X n
/\ N
rp
E

1. 7 TP
E; €1 ’

Figura 1.2: Corpo genérico em configuragoes material e espacial.

Note que o conceito de equilibrio esta associado a configuracao atual, pois
¢é nesta configuracao que o corpo se encontra em equilibrio. Portanto o Principio
de Poteéncias Virtuais é formulado na configuracao espacial, embora os calculos
possam também serem realizados na configuracao de referéncia. Por se tratar de
uma consequéncia do principio acima, apresentamos o resultado da mudanca dos

dominios de integracao na forma da seguinte proposicao.

Proposicao 1 (Principio de Poténcias Virtuais (versao material)). Seja
T ¢ (L2 B ¢ [Z22(Qn)]" as descricoes materiais de t,b dados no
Principio 2. O sistema estd em equilibrio se o campo de deslocamentos u € King,

¢ tal que:

/ S(u)~5E(u,ﬁ)de:/ B-ﬁd9m+/ T.-adlY Vi€ Vary
Qe ry

m

(1.46)

ou alternativamente,

/ P(u)-Vﬁde:/ B~flde+/ T-adl'Y  vVae Vary, (1.47)
Qm Qm Ny

m
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onde:

King = {u € %;u|rp = u,detF > 0 em Q,,} (1.48)

Varg = {0 € %;u|rp = 0} (1.49)

e S ¢ o tensor de Piola-Kirchhoff de sequnda espécie que em termos do tensor

de tensao de Cauchy é:

S=JF (o), F 7T (1.50)

onde J € dado por (1.13).

P ¢ o tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie, definido como:

P=FS=J(o),F 7" (1.51)

dE(u, 1) € a derivada direcional do tensor de Green-Lagrange (definido em

(1.20)) na dire¢io da agdo virtual G cuja expressao aberta é:

SE(u,0) = %((F(u))TVﬁ +(Va)'F(u)) = (F'va)® (1.52)

A for¢a de corpo modificada é:

B = J(b),, = JB (1.53)

N

m’

Sendo N a normal unitdria a superficie I';, o vetor tracao modificado é:

T = JIFIN|(t),, = JJFIN|T (1.54)

E ainda, se a tracao é do tipo pressao, isto é t = —psn, onde n € normal
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unitdria a TY = x ('), a expressio acima ¢ simplificada para:

T=—-Jp,FIN (1.55)

Demonstragao. Queremos transformar integrais definidas em €2 para uma
integral equivalente em 2,,, para isso procederemos em transformar um a um
os termos de maneira adequada. Note que a transformacao de termos que nao
envolvem derivadas é trivial, pois se trata em simplesmente exprimir o campo
através da transformacao x. Quando ha derivadas, devera aparecer o tensor F (de
maneira adequada), que justamente é o gradiente de x. Todas estas transformagoes
elementares foram vistas no comego do capitulo, apenas as aplicaremos de maneira

sistematica. Comecemos pelo tensor €.

e Transformagao do tensor (1):

Utilizando as equagoes (1.22) e (1.16) temos:

(€(0))n = £ (aradi,) + (sradas,)])
= %((Vﬁ)Fl +F (V")

= %FT(FTVﬁ + (Vo) F)F!

Perceba que o termo central é a derivada de Gatéaux do tensor de Green-

Lagrange, de fato:
SE(u, i) =6 (%(FTF — I)) (u,0) = % ((6F(u,0))"F + F'6F(u, 0))

E facil ver que 6F(u,i1) = Va. Logo, temos unindo as duas relagoes
anteriores

(e(t,))m = FTSE(u, 4)F ! (1.56)

e Termo da poténcia virtual interna:
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Usando as equagoes (1.56), (1.11), (B.1) e (B.2) temos:

(/Q o &) dQs)m - /Q (@) () (02} =
:/ (0)m - F T (SE(u,q)F1.JdQ,,

m

_ / (JF Y (o), F~T) -0E(u, @t) A,

J

.
m v

=S

e Termo da poténcia virtual interna com expressao alternativa usando P:

E facil ver que o tensor S herda a propriedade de simetria de o. Sendo

assim, da relagdo (B.3) e (1.52) temos que:

S SE(u,a)=S- (%((F(u))TVﬁ + (Vﬁ)TF(u)))

=S - (F'va)® =S -F'Vva=P . Va

e Termo de forca de corpo:

A transformacao é direta, segue abaixo:

</Sb s dQS)m = /m(b)m (W) (A =

= [ J(b)y-0dQn
QS

=B

e Termo da tragao na fronteira de Neumann:
A transformacao ¢é direta, basta usar a relacao (1.15):

</r§vt'ﬁs drfj) :/F%(t)mc(ﬁs)m (drY),, =

m

:/FN

m

JIFTN|(t),, -adl'Y
N———

=T

e Termo de tracao do tipo pressao:

28



Neste caso a derivagao é um pouco mais simples, considere também (1.14):

(/Fév(—psn).ﬁs drff) = /F% (@) - (TN, =

m

Desta maneira, temos coberto todos os itens da proposicao. m

Comentarios

e Através do teorema mostrado, vimos a definicdo dos dois tensores de
Piola-Kirchhoff, fundamentais em grandes deformacoes. Da maneira que
conduzimos as demonstragoes o tensor P surgiu como um rearranjo do
produto interno no termo de poténcias virtuais. Uma interpretacao
interessante para este tensor é obtida quando utilizamos (B.8) no termo

de poténcia interna da equagao variacional dada em (1.47). Vejamos:

/P-ﬁde:/ PN-ﬁdFm—/ DivP -uadQ,,

:/ B-ﬁde+/ T -adl'Y  Vae Vary
Qm

o

Da definicao de Vary, u é nao nulo somente em Fﬁ, assim rearranjando:

/(PN—T)-ﬁdrg—/ (DivP +B)-adQ, =0 Vi€ Vary,
ry

m

(1.57)

ou no sentido das distribuicoes:
DivP+B =0, emQ, (1.58)
PN=T, emI? (1.59)

A primeira equacao é uma equacao de equilibrio em configuracao de

referéncia e a segunda da a condi¢ao de contorno natural da formulacao.
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A contrapartida espacial, bem mais familiar da mecanica do continuo, sao

dadas por:

dive+b =0, em € (1.60)

on=t, emIY (1.61)

Onde o procedimento para se chegar as equagoes acima é completamente

andlogo ao da versao material mas tomando (1.45) como ponto de partida.

e A definigao do tensor S em (1.50) surgiu a partir de mudangas do dominio
de integracao, resultando em uma transformacao governada pelo tensor
F (que carrega a informagao da mudanca dominio) aplicado a descrigao
material do tensor o, que é uma medida de tensao na configuracao atual.

A transformacao inversa é entao:

o= GFSFT)S (1.62)

Chegamos dessa forma a transformacoes classicamente chamadas de push-
forward e pull-back para tensores de segunda ordem, correspondentes as
(1.50) e (1.62), respectivamente. Note que estas transformagoes deveriam
ser conhecidas a priori no caso quando se trabalha de forma local (EDPs),
contrariamente, com formulagoes variacionais estas relacoes emergem de

forma natural.

Agora que ja temos os problemas variacionais para serem resolvidos, dados
em (1.46) e em sua versdo alternativa (1.47), precisamos derivar uma estratégia
para que possamos resolvé-los. Visto que se tratam de problemas nao-lineares

precisamos de lineariza-los. Este sera o assunto da préxima secao.
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1.4 Linearizacao das equagoes de equilibrio

O problema variacional que temos é do tipo nao-linear, precisamos portanto
de um método para achar raizes em equacoes nao-lineares.

Um método bastante utilizado para a resolucao deste tipo de problema é o
de Newton-Raphson, que de uma forma mais elementar acha raizes de uma funcao
f R — R. Este método consiste em usar uma aproximagcao de primeira ordem de
Taylor para obter incrementos do ponto de avaliacao da funcao na direcao da raiz
sucessivas vezes. De forma mais clara, expandimos f(z 4 dx) em torno do ponto

€T.

Fla 4 62) = f(a) + F/(@)0 + o f"(x) (02)? +

Truncando a série até o termo linear achamos o incremento dx que anula f, isto é:
0= f(x+dx) = f(x) + f(x)6x = dx = —[f'(z)] ' f(2)

Procede-se entao de forma iterativa da seguinte maneira:

(

dado 29 para k = 0, 1... fazer

2 =~ [ )] fa)

até que |02%)|/|z®)]| for menor que uma tolerancia especificada
\

No entanto a funcao na qual queremos encontrar as “raizes” é na verdade uma
equacao variacional, e o conceito de derivada utilizada é no sentido de Gateaux.
A este processo damos o nome de linearizagao, pois estamos aproximando um
problema variacional nao-linear por uma série de problemas lineares.

Antes de apresentar explicitamente as equacoes a serem resolvidas é util
enxergar as equagoes encontradas até entao de uma 6ptica um pouco mais geral,

para entao aplicar ideias andlogas as desenvolvidas acima. Vejamos:
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Problema 1 (Equagao variacional de equilibrio em forma abstrata).
Seja Vary e King definidos em (1.48) e (1.49) respectivamente. Seja agora um
operador nao-linear R : % — %' e um produto de dualidade {-,-) : %' x U — R.

O Problema (1.46) pode ser reescrito como, dado R encontrar u € King tal que:
(R(u),u) =0 Va € Vary (1.63)
Onde R no caso que nos interessa é tal que:

(R(w), ) = / S(u) - 6E(u, ) dQ,,

—/ B (-)dQ,, —/F T ()dry (1.64)

N
m

Sob a mesma Optica segue abaixo o método de Newton-Raphson na forma

que utilizaremos:

Problema 2 (Método de Newton-Raphson). Seja o Problema (1),

considerando a derivada de Gateauxr de R definida como:
d
IR(u,du) = —R(u+ 7éu) (1.65)
dr 7=0

*
)

Dado u'? € King, achamos a sequéncia convergente (u(o),u(l), . ,u(")) —u

onde u* ¢ solugdo de (1.63), resolvendo a cada passo para Su™ € Vary :

((R(u™ su®) @) = —(R(uW¥),4) Vi € Vary (1.66)

com u* Y = q®) 4 su®

k)

Ou, equivalentemente, achar u**Y € Kiny dado u™ € Kiny, :

((R(® u® ) 4) = —(R(u™),q) + ((R(u®,u®) a) Vi e Vary, (1.67)

32



Ao termo R nos referimos por vezes como tangente de R. A sua forma
explicita para o problema variacional (1.46) serd pelo resultado na sequéncia
(Proposigao 2).

Antes disso, porém, vale comentar a dependéncia constitutiva que o tensor
S tem com as medidas de deformagao C ou E, pois nos serd necessario na
demonstragao da tangente. Este assunto sera o tema central principal do préximo
capitulo, para o momento é necessario apenas saber que 3S - Sym — Sym e

S : Sym — Sym tais que:
S =S(C) =S(E) (1.68)

E ainda para os modelos constitutivos de materiais biolégicos abordados neste
trabalho, chamados de hipereldsticos, existem funcées ¥ : Sym — R e ¥ : Sym —

R denominadas energias de deformacoes tais que:

ov o
S — 26 = 78 (1.69)

Na pratica, quando nao houver chance de duvida, nao faremos distincao entre

N \1/
() e (+). Usaremos por exemplo S = S(E),S = ?)_E

Proposicao 2. Considere R definido por (1.64), a decomposi¢ao aditiva da

tangente, que seque abairo, € vdlida:

(6R(u, 6u),a) =((6" + 6* + 6")R(u, su), i)

=(0"R(u,du),a) + (0°R(u, ou), ) + (SR (u,du),a)  (1.70)
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onde cada um dos termos é dado por:

(1R, 6u), ) — / B—Em(u, su) - OB(w, @) + S-Visuva| do, (1.71)
Qm
(8*R(u,0u), 1) = — / (FT.Vou)B-adQ, (1.72)
(6'R(u,du),a) = — [ BT -adr¥y (1.73)
ry
-1 T
onde f = — (Véu (|3F—;\I1\)I|2F N +FT.Véu (1.74)

ou, sendo um carregamento do tipo pressao:

('R, bu), 1) — / pud [(FT - Vow)I — F-T(Vou)'] F'N-adrY (L.75)

TN

m

Demonstracgao.

i) Parcela §"R:

Partindo de (1.46) temos:

/Q S - 0E(u, ) dQ, = 6 (/Q S - 0E(u, 0 de) [bu] =

/ (6S(u, 6u) - 6E(u,0) + S - 6*E(u; 4, 0u) ) dQ,,
Qm

Temos entdo utilizando a regra da cadeia que O0S(E)(u,du) =

OS(E,0E(u, du)) = g—ES]éE(u, du), onde g—; é definido como:

g—;V =0S(E,V) V € Sym (1.76)

Utilizando a equacao (1.52) temos que a derivada segunda de E é dada
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por:

0’E(u; i, 0u) = §(SE(u, 0), du) =
SO((F () Vi + (V) F(u), bu) =

L (vouva+ (vay Vo) )

Como o tensor S é simétrico, consideremos somente uma parcela VZéuVvi,
temos:

—0E(u,0u) - SE(u, 1) + S - (Vou)'va| dQ,,

('R, 6u), 1) — / -

Qm

[as
(1.78)

(1) Parcela §*R:
Partindo de (1.46) temos:

/B-ﬁdﬂm;»a(/ B-ﬁd9m>(u,5u):/ 6B(u, du) - adQ,,

m m m

Utilizando (B.10) temos:

0B(u, du) = §(det F(b),,)(u, du)

B OdetF
| OF

- 0F (u, 5u)1 (b)m = [(det F)F~T - Véu] (b),,
portanto:

(6°R(u,du),a) = — / (FT.Véu)B - i dQ,
Qm

(2) Parcela 6"R:
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Partindo de (1.46) temos:
/ T -adQ, =4 (/ T-ﬁde) (u, 0u) :/ 6T (u, 0u) - udQ,,
Qrm Qm Qm
Dal:

0T (u, 0u) = 6(det F|[F~IN]t,,)(u, 6u)

= (6 det F(u, 6u)|F~"N| + det F6|F~"N|(u, du)) t,,

O primeiro termo ¢é idéntico ao feito na parcela 6°, vejamos o segundo:

S|F~TN|(u,du) = 6 (\/F—TN - F—TN> (u, 5u) =

_ 1 - -

= 2|F—TN|5 (F"N-F'N) (u,du)
1 - -
= |F—TN|F N 6(F)(u,éu)N

Usando (B.13) temos finalmente que:

§|F~IN|(u, 0u) = —ﬁFTN FTVTSuF N (1.79)
VouC~'N)-F TN\ _
= (_( ]FTI\)IP ) [FN| (1.80)

Usando o resultado anterior obtido em §° e juntando os termos da notacio
(VouC™!N)-FIN
[F-TNJ?

de T, temos definindo 8 = — +FT.Viu que:
(6'"R(u, du),a) = — / BT -adry
ry

(3) Parcela "R sendo carregamento do tipo pressao:
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Particularizando para o caso de pressao:

6T (u,6u) = §(—pp JEFIN)(u, su)

= —ppddet F(u, su)F "N — p,,, det F§F 7 (u, ju)N

O primeiro termo é idéntico ao feito na parcela 6°, vejamos o segundo.

Sabemos de (B.13) que:
SF T (u,6u) = —F T6FT (u,6u)F T = -F 7(Vou)'F7
Segue entao que:

(8'R(u, du),a) = / prd [(F7 - Vou)I - F 7 (Vou)' | F"N - adl'})

N

m

Alguns comentarios praticos

e Uma pratica comum ¢ negligenciar os termos da tangente relacionados ao
carregamento externo de superficie, nos casos em que as nao-linearidades
nao estejam dominadas por tais termos. Isto é conhecido como método de
Newton inexato. Vale observar que a convergéncia quadratica, tipica dos

métodos de Newton (exato), é perdida.

e Buscamos nas equacgoes acima nao particularizar para componentes, no
entanto, um tratamento mais pratico computacionalmente sera inevitavel

. . S
no momento da implementacao. Por exemplo, o tensor E trata-se de um

tensor de quarta ordem, que em coordenadas cartesianas é calculado como

segue:

o5 ) = = (1.81)

08 DSy O’V
- 0E,  0E;0Ey
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oS
Denotaremos como D° = Eiok muitas vezes chamado de tangente

constitutiva. Note que da simetria de E e da natureza da comutatividade

das derivadas temos as simetrias:

(D)ijrr = (D) jire = (D) ijix = (D) g (1.82)

Sendo assim, é facil ver que temos somente 21 componentes independentes,

ao invés de 81 se nao houvesse simetrias.

E conveniente computacionalmente definir um outro tensor de quarta

ordem DD auxiliar de tal forma que:

@513(11, du) - 0E(u,a) + S -V ouvi (1.83)

(DVoéu) - Va 5B

Dadas as simetrias de D¢ iremos substituir dE(u, u) e 0E(u, 01) por F/ Véu

e FI'V1 respectivamente ficando:

(DVou) - Vi = g—;FTVcSu -F'va + S - Visuva (1.84)

Em componentes pode-se verificar que ID é dado por:

(D)ijkr = (D) jmi Fiem Fin + S0k (1.85)

Podemos interpretar este tensor como uma parte relativa a tangente
constitutiva e outra parte que chamaremos tangente geométrica. Foi
verificado em mnossa implementacao que o calculo deste tensor em uma
rotina separada além de deixar o codigo mais elegante, contribui para a

diminuicao do niimero de operacoes.

Como veremos no capitulo seguinte, as expressoes para ¥ comumente sao
dadas por fungoes dos invariantes de C (ou equivalentemente de E) ou

mesmo dos seus autovalores. Desta maneira o céalculo de S e D° é nao-
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trivial analiticamente, e é por muitos evitado, pois muda substancialmente
para cada lei constitutiva. No capitulo seguinte, mostraremos uma forma
de calcula-lo analiticamente para algumas classes de problemas. Por
enquanto, nos limitaremos a aproximagoes numéricas destas derivadas.
Uma abordagem consistente é aproximar por diferencas finitas através de
uma perturbagao simétrica no tensor E Urquiza et al. (2012); Miehe (1996).

Considerando a notagao Aff = ce; ®° e;, seguem as expressoes facilmente

conferiveis:
ov U(E + Aff) —U(E — Aff)
o= =~ 1.
() = 55 - (1.86)
02U Y(E+AF)-2V(E)+ V(E - A}F
OE;; €2
0*U
DYsipg = ———
( ) akl 8E1J8Ekl
_U(E+ A+ A) - U(E+ AT - AY)
- 4e2
_ V(E - A} + A )4_2‘1’(]3 — A = AY) (1.88)
€

Onde todas estas expressoes fornecem aproximagdes da ordem de O(g?).
Apesar de neste caso a escolha de € ser livre, nao acarretando custos
computacionais extras, é verificada grande sensibilidade a este parametro

e até mesmo uma piora de precisao quando £ é demasiadamente pequeno.

Uma solucao que vem sendo abordada na literatura para contornar este
problema é baseada na expansao de Taylor em varidaveis complexas Tanaka
et al. (2014). No entanto, a mudanga estrutural no programa para se
trabalhar com variaveis do tipo complexa pode nao compensar a utilizagao,
sendo restrita a casos onde um procedimento analitico nao é disponivel ou

que a aproximagao por diferengas finitas conduza a erros inaceitaveis.

A formulagao apresentada até o momento é adequada para materiais que

exibem fenomenos de compressibilidade e é baseada somente em um campo (o de
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deslocamentos). Por simplicidade, chamaremos esta de formulacdo compressivel.

Sabe-se no entanto que problemas na area de biomecanica onde se modela
tecidos moles, os materiais sao geralmente incompressiveis. Razoes fisicas para
esta hipotese é por exemplo a grande parcela de agua nesses tecidos.

Uma das formas para se tratar a incompressibilidade se encaixa na
formulagao compressivel através de um parametro de penalizacao na lei constitutiva
(quase incompressibilidade), assunto que veremos em mais detalhes no capitulo
seguinte. Note que aqui a modificagado se faz na lei constitutiva “encarecendo”
a parcela de energia responsavel pela deformacao puramente volumétrica, nao
havendo mudanca no espaco de deslocamentos cinematicamente admissiveis.

No entanto, a forma variacionalmente exata corresponde a impor a
incompressibilidade como restricao no espago de deslocamentos cinematicamente
admissiveis. Como forma de relaxar esta condi¢ao pode ser utilizada uma estratégia
de multiplicadores de Lagrange, surgindo entao uma nova formulagao variacional,
que chamaremos de incompressivel (ou ainda de dois campos ou mista) aonde um
campo, que posteriormente ¢é identificado como o campo de pressao, é adicionado

ao problema. Isto sera assunto Capitulo 3.

1.5 Forma linearizada na descrigao espacial

Até entao foram apresentadas a formas linearizadas somente na configuragao
de referéncia, conhecido como Total-Lagrangean, que é a que de fato
implementaremos neste trabalho. Contudo é perfeitamente possivel passar todas
as integrais anteriores para configuracao atual, formulacao também chamada de
Updated-Lagrangean.

Apresentamos entao a forma linearizada das equagoes do Principio de
Poténcias Virtuais no dominio espacial (relembrar (1.45)), baseando-se no trabalho
de Urquiza et al. (2012). Vale observar que serd somente considerada a parte

relativa a linearizacao da poténcia interna.

Proposig¢ao 3. Considere o Principio 2, associado o residuo Ry : U — (U)

40



dado abaixo:

(R = [ () efi) de, - /

b - 1, dQ, —/ t-a,drY  (1.89)
Qs ry

Temos entao que a tangente é dada por:

1
(0sRs(ug, duy), ) :/ﬂ [TFS (g—;) FZs(éuS)FSFST} - e(hy) dQ+

/ graddu,o - gradu, dQ2, (1.90)
Qs

Onde J; = det F. Reescrevendo através do operador D definido em componentes

por:

(DY)ijr = Jis[Fs]m[FS]jb[Fs]kC[Fs]ld KS—EH . (1.91)

Temos a forma alternativa:

(0sRs(us, duy), 0s) = / Die(duy) - e(ts) dQs + / graddu,o - gradu, d€),

S £

(1.92)

Demonstragao. A demonstragao consiste em passar para configuracao
espacial os termos materiais deduzidos na Proposicao 2. Para detalhes consulte

Urquiza et al. (2012). =

1.6 Formulacao de elementos finitos

Para finalizar o capitulo, nesta secao apresentamos a discretizacao por
elementos finitos para a formulacao de Galerkin para o problema de mecanica
dos so6lidos nao-linear. A apresentacao neste ponto tem dois objetivos: primeiro
mostrar que a passagem para a forma discretizada uma vez possuida a formulacao
variacional é automatica bastando subespacos de dimensao finita para os espagos

ja definidos anteriormente, e em segundo lugar resumir todos os resultados obtidos
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que serao na implementacao em uma sé equacao que sirva de referéncia rapida
para o leitor.

Por simplicidade, a formulagao apresentada ¢é para o caso de forgas de corpo
nulas, com carregamento de pressao e sem a parte da tangente relativa a integral
na fronteira de Neumann (método de Newton-Inexato), que sao de fato suficientes
para todos os exemplos apresentados no trabalho.

Considere entdo uma particao 7" do dominio €, formada por tetraedros
(ou triangulos) denotados de K. Considerando um espago de polinomios de ordem
P denotado por Pp definimos a seguinte subvariedade e subespagos de dimensao

finita:

Ul = {w, € King; (B; - wy)|x € Pp VK € T",i € {1,2,...,nd}} (1.93)

vl ={t, € Vary; (E; - 0y)|x € Pp VK € T",i € {1,2,...,nd}} (1.94)

Nos exemplos deste texto P = 1 ou P = 2, aproximacao linear ou quadratica,
referida como simplesmente P; ou P;. Quando a informacao do grau do polinémio
nos referiremos a estes simplesmente como " e ¥". O método de Galerkin
consiste em simplesmente tomar os a subvariedade " e subespaco " no lugar
de King e Vary respectivamente no Problema 2. Sendo assim considere o problema,

abaixo:

Problema 3 (Formulagao de Galerkin para o problema de mecéanica dos
sb6lidos nao-linear em configuragao material). Dados uﬁj‘) e U e py, um

valor de pressao constante, encontrar uénﬂ) e U tal que:

/ DOVt . vy, dQ,, = (D@)vug”)—F(n)s(")) - Vi, dQ,,
Qm

Qm

— | J™p, (F) TN, drY Va, € 7"
TN

m

(1.95)
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onde a notagio ()™ significa ()(ug")) e ainda:
92y
DD

al

[D(H)ijl - Fk(;l)ﬂ(bn) + Sl(]ﬁ)‘ski

Vale ressaltar que o problema acima é apenas uma iteracao do método de
Newton devendo ser executado até a convergencia. Uma outra observagao é quanto
a restricio J = detF > 0 (impenetrabilidade da matéria) que o espaco %"
herda de King que formalmente!® nao estd sendo considerada na implementacao.
Veremos no capitulo seguinte diversas formas de energia de deformacgao, dentre
elas as que quantificam a energia relativas as mudancas de volume, nas quais
sao funcoes exclusivas de J. Nestas fungoes é geralmente atribuida uma energia
tendendo ao infinito quando J se aproxima do valor nulo, sendo assim como .J
é naturalmente 1 para a configuracao nao-deformada, a condigao de positividade
de J é automaticamente satisfeita por penalizacao. No caso de interesse onde
J =1 (incompressibilidade), veremos no Capitulo 3 formas de se impor esta tltima

restrigdo via mudanga de formulagao (formulacao mista).

10 No sentido de nao ser rigoroso matematicamente.
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Capitulo 2

Modelos constitutivos para tecidos moles

Este capitulo tem como finalidade discutir um ingrediente béasico da
modelagem de tecidos moles, que foi simplesmente admitido existir no capitulo
anterior, a funcao energia de deformacao em suas mais variadas formas.

Por fim, dentro deste contexto constitutivo, introduziremos ainda a
modelagem do dano através da inclusao de uma variavel interna que degrada
a resisténcia do tecido, isto é, reduz a capacidade de armazenar energia de
deformagao.

Em geral, as referéncias tedricas para este capitulo sdao as mesmas do
capitulo anterior, com destaque para Holzapfel (2000). Uma revisao bibliografica
abrangente no contexto da modelagem constitutiva de artérias pode ser vista em
Holzapfel e Ogden (2010). As demais referéncias serdo introduzidas ao longo do

capitulo.
2.1 Teoria constitutiva fenomenolégica

A derivagdo de modelos constitutivos fenomenoldgicos estd intimamente
ligada com aspectos termodinamicos dos materiais. Enunciaremos entao os dois
principios bésicos da termodinamica, conhecidos como primeira e segunda lei da

termodinamica.

Principio 3 (Primeira Lei da Termodinamica). Seja I = [0,7] C R um

intervalo de tempo e sejam os campos materiais E : €, x I — R a energia interna
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de um corpo, Q : TN x I — R o vetor fluzo de calor e R : Q,, x I — R a taza de
geracao interna de energia térmica. A sequinte identidade vale para todo fenomeno

da natureza: *

E="P1)+ Q (2.1)
ou equivalentemente
E=-Pi(u)+Q (2.2)
Onde:
bot :/ EdQ,, (2.3)
Qm
Q:—/ Q-Ndrﬁ+/ RdAQ,, (2.4)

Esta lei fornece uma condicao a ser satisfeita por todo tipo de movimento
ou processo existente na natureza, afirmando que a energia deve ser conservada.
Perceba que as expressoes das poténcias P e P¢ sdo as mesmas das poténcias
virtuais utilizadas no capitulo anterior, mas avaliadas utilizando as taxas dos
campos reais. Sendo, a féormula equivalente mostrada em (2.2), consequéncia do
Principio de Poténcias Virtuais dado em (1.44).

Note que a poténcia externa j&i contém a parcela de inércia (bastando
modificar as forgas de corpo com a inclusao de —pii), que em muitos textos é

denotada de P?, que nada mais é do que a taxa de variacao da energia cinética

d /1
de um corpo, isto é P*(0) = / pu-udQ,, = T (5/ pu - ude). Perceba
m Q'"L

também que na auséncia de trocas de calor e energia interna constante o Principio

de Poténcias Virtuais avaliado com velocidade reais é a cldssica conservacao da

energia mecanica.

LA terminologia parece ser demasiadamente geral, mas de fato o primeiro e segundo principio
governam todos os fenémenos imagindveis da natureza dentro do contexto da mecéanica do
continuo classica.
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Considere agora o segundo principio fundamental:

Principio 4 (Segunda Lei da Termodinamica). Seja I = [0,7] C R um
intervalo de tempo e sejam os campos materiais: 1 : Q, X I — R a entropia
interna de um corpo, e © : Q,, x I — R um campo de temperatura. A sequinte

desigualdade vale para todo fenomeno da natureza:
§-Q>0 (2.5)
Onde:

S:/ ndQ, (2.6)

2 1 R
= — —Q-Ndar¥ —dQ,, 2.
0= [ ga-Nary+ [ g 2.)

Se a primeira lei nos d4 um condicao necessaria para os fenomenos da
natureza, a segunda lei informa um sentido preferencial no qual eles ocorrem.

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss nas equagoes (2.2) e (2.5), e
a identidade (B.4) somente na tltima equacao, além de perceber que os dominios

de integragao nao variam no tempo, temos que:
) ) |
P~F—E—|—@n—6Q~V@ZO (2.8)

Onde foi eliminada a dependéncia de R. A relacao acima é conhecida como
equacao de Clausius-Duhem e possui papel fundamental na teoria constitutiva
dos materiais. A equacao de Clausius-Duhem nos sugere a definicao de uma nova
funcao conhecida como FEnergia livre de Helmholtz ou simplesmente energia livre,

dada abaixo:
U=F-0n (2.9)

Veremos mais adiante que a energia livre definida dessa forma é o mesmo potencial
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usado na derivacao do tensor de Piola-Kirchhoff e de elasticidade usado no capitulo,
sendo neste contexto mais conhecido como energia de deformagao. Usando (2.9),

reescrevemos (2.8) como:
.. .1
P'F—@—n@—§Q~V@ZO (2.10)

Daqui em diante assumiremos uma teoria puramente mecanica, isto €, termos
dependentes de © e de suas derivadas serdo desprezados > , o que nos da uma

funcao conhecida como dissipacao interna:
Dy =P-F-1T >0 (2.11)

Até o momento nao foi discutida a dependéncia funcional de ¥, nem que condig¢oes
a mesma deve satisfazer, além é claro dos dois principios da termodinamica. Em
uma teoria puramente mecanica, assumimos que 3F : Lin — R tal que ¥ = F(F),

onde:

e E objetivo , isto é: 3

F(F) = F(GF) VG € Orth (2.12)
e Respeita simetrias da estrutura do material:
FF)=FFG) VeGeg (2.13)

Onde G é um grupo de simetrias do material, se G = Orth, a lei constitutiva

¢ dita isotropica.

2 Na realidade nao é necessario assumir © = 0, pois com alguns argumentos termodinamicos

é possivel estabelecer a lei constitutiva = ——— (no caso geral termomecéanico ¥ também é

00

funcao de ©), anulando-se com contribuigao da derivada parcial de 0.
3 No caso F : Lin — Lin , objetividade significa F(GF) = GF(F)G? VG € Orth , e no
caso F : Lin — ¥, F(GF) = GF(F) VG € Orth
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e Se temos objetividade e isotropia, entao:

F(F) = F(GFH) VYG,H € Orth (2.14)

Em particular é possivel escolher G, H como uma base de autovetores de
tal forma que diagonalize F. Em outras palavras F dependerd apenas dos

autovalores de F, ou ainda de seus invariantes. Isto é:

F(F) = F(M(F), A2(F), A3(F)) , ou (2.15)

= F(I,(F), L(F), I(F)) (2.16)

onde )\; sao autovalores e I; sao os invariantes definidos em (1.23),(1.24) e

(1.25).

Estamos assumindo até aqui, sem devidos comentarios, que a resposta
constitutiva nao depende da histéria do estado do material e que valores em
um ponto s6 depende dos argumentos neste ponto (hipétese da localidade). Foi
também assumido que as leis que estamos trabalhando nao dependem de taxas
F. Leis mais genéricas podem ser pensadas, contrariando qualquer uma das trés
hipoteses deste paragrafo.

Por exemplo F = F(F") onde F é o histérico de deformagoes até um tempo ¢
é um tipo de lei bastante usual em mecanica. E f4cil ver que é uma lei deste tipo que
rege fenomenos de dano em materiais, que é de nosso interesse. Uma abordagem
alternativa para representar fendmenos como este, é de ao invés de se trabalhar
com todo o histoérico, introduzir variaveis adicionais, conhecidas como variaveis de
estado ou internas, que carreguem as informacoes desejadas. Vale salientar que ao
usar esta abordagem estamos assumindo que um estado termodinamico pode ser
unicamente determinado por um conjunto finito de varidveis, pratica esta que é

bastante usada em termodinamica. Desta maneira:

U=U(F,a), a=a,... o) (2.17)
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onde n é o nimero de varidveis internas. Retomaremos modelos desse tipo na

Secao 2.4. Por enquanto consideremos n = 0.

Uma decomposicao bastante conhecida da mecanica do continuo é F = RU
, onde R € Orth™ e U € Sym, isto é podemos decompor multiplicativamente
o tensor F em uma rotacao e uma deformacao pura. Usando a propriedade de

objetividade dada em (2.12), escolhendo G = R’ temos que:
U(F) = U(R'RU) = ¥(U?) = ¥(C) (2.18)

Onde é facilmente verificado que C = U?. Usaremos indiscriminadamente as
notagoes V(F), U(C) e até mesmo ¥(E) onde nao houver chance de confusao,
sendo que a segunda forma é a mais usual na literatura.

Logo, podemos definir formalmente o que é um material hiperelastico, segue:
Definigao 1. Um material € dito hipereldstico se W(F) € tal que a dissipac¢ao é

nula, isto é da equagao (2.11):

ov\ . .
Dl-m_o_(P—a—F)-F_O VE (2.19)

Isto € equivalente a dizer que :

ov

P=- "
OF

(2.20)

Nao resulta dificil mostrar que a relagao acima é equivalente a considerar:

ov  ovU
S—9-__— — 2.21
o0C OE ( )
2.1.1 Inclusao da variavel interna de dano

Vimos nesta secao que a inclusao das variaveis internas com leis da forma
(2.17) permite a modelagem de fenomenos dependentes do histérico de deformagao

do material. Um exemplo tipico dessa situacao, é a evolugao do dano ou degradacao
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de um tecido arterial (ou qualquer outro material), onde o mesmo perde aos poucos
resisténcia mecanica apresentando por exemplo uma deformacao mais acentuada
quando sujeita ao mesmo carregamento. Veé-se portanto que a resposta do material
¢é diferente dependendo do seu passado de carga.

Considere o = [d] onde d uma variavel interna que definimos ser encarregada
de modelar toda irreversibilidade (dissipagao interna) do material. Temos entao
U = ¥U(F,d), tomando a taxa temporal usando a regra da cadeia e substituindo

em (2.11) fica:

Dw=P F-——.F-——d=(P-=—= | - F—=—d>0

ov .. 0v. ov . OU.
OF od oF od

Ora, se d é encarregado por toda dissipagao se d=0entdo Dy =0 e a relacao

(2.20) continua valida. Sendo assim

ov .
——d > 2.22
8dd =0 ( )

: ov
Deste modo, supondo que d > 0 temos que — < 0. Tendo em mente que a

od

energia de deformagao é sempre nao-negativa, e ainda que:

W(F,0) = Wo(F)

U(F,1)=0

onde ¥y é a energia do material virgem. Logo, propoe-se entao a seguinte

dependéncia com d de maneira simples Kachanov (1986):

U(F,d) = (1 — d)T(F) ou (2.23)

U(C,d) = (1 — d)¥y(C) (2.24)

Vale salientar que a dependéncia da energia de deformacao com o dano foi

escolhida ser a mais simples possivel, mas ainda falta especificar como vai ser a
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evolugao deste (d). Neste ponto é que entram em cena leis mais complexas baseadas

em empirismo. Isto serd discutido mais adiante na Secao 2.4.

2.1.2 Extensao para materiais com isotropia transversal

Diversos materiais de interesse em biomecanica e em demais areas de
engenharia nao possuem as mesmas propriedades em todas as diregoes, isto é sao
anisotrépicos.

Uma classe especial destes materiais sao compostos por uma matriz isotropica
reforcada por uma familia de fibras, estes sao chamados de transversalmente
isotropicos. Esta classe de materiais modela bem a parede arterial, sendo composta
como uma matriz de elastina reforcada por fibras orientadas de colageno.

Sendo M um vetor unitario na configuracao material alinhado com a diregao
das fibras, é razoavel pensar que a energia de deformacao sera do tipo ¥ =
U(C,M). Em verdade, se ¥ = U(C,M ® M) nao resulta dificil de provar que

uma lei deste tipo é isotrépica nos dois tensores, isto é, é satisfeito:

¥(C,M®M) =V¥(GCG",GM ® MG”") VG € Orth (2.25)

Sendo assim, admite-se uma representagao por invariantes que é provada ser do

tipo:

U(C,M® M) = U(I,(C), I(C), I;(C), I,(C, M), Is(C, M)) (2.26)

Onde I1,1; e I3 sao os invariantes tradicionais dados por (1.23),(1.24) e (1.25)
respectivamente. Por sua vez, I, e I5, também chamados de pseudo-invariantes,

sao dados por:

L(CM)=M-CM=FM-FM=C- (M® M) (2.27)

I5(C,M)=M-C>M = CM - CM (2.28)
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Para o sentido fisico de I, considere o vetor m = FM, sendo assim I, = m-m.
Considere agora que m = Am, onde m ¢é um vetor unitario alinhado com as fibras
na configuracio espacial, sendo assim I, = A%, que é o quadrado do alongamento
da fibra (stretch) em sua diregdo. A interpretacao de I5 estd relacionada com
deformagoes que nao variam o comprimento da fibra.

Extensoes para leis com duas ou mais familias de fibras sao possiveis, mas nao
sao tao simples. Por exemplo, para o caso de duas familias de fibras, é acrescido 4
invariantes ao invés de 2. Destes, 2 sdo andlogos a I e I (geralmente chamados de
Is e I7), e 2 levam em conta a intera¢ao de uma familia com a outra (geralmente
chamados de Ig e Iy).

Neste trabalho, consideraremos a presenca de duas familias, mas a
apresentacao € simplificada pois geralmente uma familia é espacialmente
posicionada de maneira simétrica a outra. Mesmo que a hipdtese anterior nao
seja verdade, nenhuma das leis que trabalhamos leva em consideracao efeitos de
interagao entre as mesmas (invariantes Iy e Iy sao negligenciados), simplificando a

teoria para uma simples extensao do caso transversalmente isotrépico (1 familia).

+Ez

A

—

Figura 2.1: Exemplo de cilindro (artéria) refor¢cada por duas familias de fibras.
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2.2 Modelos de hiperelasticidade

E conhecido na literatura grandes niumeros de tipos de energias de

4

deformagao, que em sua maioria sao modelos empiricos © adequados a alguma

classe de material especifico.
Considerando as nomenclaturas da se¢ao anterior, sendo ¥ a densidade de
energia de deformacao para um material, citemos algumas fungoes mais utilizadas

supondo isotropia do meio:

(1) Modelo Neo-Hookeano:

¥(C) = g(ll —3) (2.29)

(2) Modelo de Mooney-Rivlin:

\II(C) == 01(11 - 3) + CQ(IQ — 3) (230)

(3) Modelo de Delfino (Delfino et al. (1997)):

¥(C) = :—];2(@’“2@—3) —-1) (2.31)

(4) Modelo de Ogden (Ogden (1972)):

| =

PO+ A7 + 257 — 3) (2.32)

P

Q

U(F) =)

Onde:
® /i, cC1,Co, k1, ko, 1y, o, sa0 constantes dependentes do material.

e )\; sao autovalores de F e [; invariantes de C,7 =1, 2, 3.

4 Nem todos, sio puramente empiricos. A lei Neo-Hookeana pode ser formulada & partir de
mecanica estatistica.
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e Todos os modelos acima, com excecao do de Ogden, sao aplicaveis
somente a materiais isotropicos incompressiveis. Como incompressibilidade

considere \/]_3 =J=detF =\ \3 = 1.

Observe que o modelo Neo-Hookeano é o mais simples de todos, sendo
considerado um caso particular do modelo Mooney-Rivlin, anulando-se a parcela
dependente de I, ou mesmo do de Delfino, considerando apenas os termos lineares

da expansao de Taylor da fungao exponencial.

Para materiais anisotropicos do tipo transversalmente isotropicos, postula-se

a seguinte funcdo de energia de deformacdo ® (ver Holzapfel et al. (2000)).

U(C,M) = UE(C) 4 U*(C, M)

_ \pise a(la=1)* _ 1 .
() + 5 (c ) (2.33)

Onde 1, é dado por (2.27), k3 e k4 constantes do material da fibra, W,,, é uma lei
isotropica que modela o material da matriz.

A direcao caracteristica da fibra geralmente é determinada através de um
parametro 8 sendo definido como o angulo das fibras medido a partir de um corte

circunferencial (ver Fig. 2.1). Tem-se entao:
M = cosBEg + sen SEz (2.34)

Onde Eg, Ez é um sistema de eixos ortonormais sobre a parede da artéria, sendo
Eg tangente a parede e Ez tangente a linha de centro.

Para duas familias orientadas em M e M’ a expressido (2.33) é estendida
supondo resposta independente da interacao entre as fibras, ficando:

U(C,M,M') = U=(C) + ﬁ(eWH)z — 1)+ ﬁ(e’%%*l? —1) (2.35)
2k, 2k

® O superindice (-)© para designar a parte isotrépica foi introduzido para diferenciar de (-)™°

que é reservado para denotar a parte isocérica.
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onde ks, k4, ks, kg sao parametros das fibras, [, = M-CM e Iy = M'- CM'.
Caso as fibras sejam simétricas e mesmo material, isto é ks = ks, kg = k4 €
M’ = cos SEg — sen SE, tem-se:

kg

U(C,M, M) = U=2(C) + k
4

<€k4(1471)2 o 1)

Além da lei constitutiva apresentada anteriormente para a modelagem das
familias de fibras de coldgeno, uma outra abordagem bastante comum na literatura
leva em consideracao a arranjo das fibras de coldgeno como um parametro
distribuido ao longo de uma direcao principal. Para uma abordagem completa

deste tema ver Gasser et al. (2006).

2.2.1 Modelos quase incompressiveis

As energias de deformagoes que vimos até agora, salvo a de Ogden, nao
sao fungao de I3 (ou J) que é o invariante que mede a deformagao volumétrica.
Isto acontece pois se esta assumindo material incompressivel, hipétese aplicada na
maioria dos tecidos moles na biomecanica.

No entanto, como vimos no capitulo anterior, em nenhum momento do
desenvolvimento das equagoes (chamadas de formula¢ao compressivel) foi inserida
a hipdtese de incompressibilidade. E necessério entdo uma modificagao na energia
de deformacao para incluir este comportamento.

E geralmente aceito que a energia de deformacao admite uma forma

desacoplada entre a parte volumétrica e a isocérica (Holzapfel (2000)), isto é:

U(C) = U(C) + U*(J) = ¥*°(I}, ) + kU(J) (2.36)

Onde a funcao U : RT — R é tal que:

e U(1)=0
e [ ¢ estritamente convexa.
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Dentre as varias possibilidades de escolha segue abaixo as opgoes mais usuais

utilizadas:

(1) Tipo quadratico:

U(J) = %(J )2 (2.37)
(2) Tipo logaritmo quadrético:
U(J) = (InJ)? (2.38)
(3) Tipo misto:
U(J) = % (%(J )= J) (2.39)

Cada energia volumétrica acima penaliza de uma forma ligeiramente diferente
o desvio de J da unidade. O tipo quadratico penaliza pouco os casos onde 0 <
J < 1 se comparado com o tipo logaritmo quadratico que é o mais penaliza nesta
faixa de valores, sendo que a situacao se inverte quando J > 1. A opcao mista é a
opc¢ao mais equilibrada das trés.

Em termos de limite, ao se tomar  — o0 todas estas trés leis
forcam o comportamento da incompressibilidade. = Contudo por razoes de
condicionamento de problema, existem casos que uma estratégia prejudique menos
a solucao do sistema, visto que para valores muito altos de x o numero de
condicionamento do sistema algébrico associado comeca a se degenerar. Além
disso, a incompressibilidade também pode ser imposta diretamente na formulagao

variacional, veremos isto com mais detalhe no Capitulo 3.
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2.3 Tensores de Piola-Kirchhoff e Tangente

No capitulo anterior nos deparamos com a necessidade de calcular derivadas
da energia de deformacao com relagao ao tensor C. Devido a diversidade de
expressoes para energia de deformagao, e pelo fato de que quase nunca estao dadas
de maneira simples em relacao as componentes de C, estando sob forma de seus
autovalores ou invariantes, este calculo nao é trivial. Dificuldade adicional surge
ainda quando introduzimos a decomposi¢ao entre partes isocéricas e volumétricas.

Este é um dos motivos das aproximacgoes numéricas dessas derivadas serem
populares no meio da hiperelasticidade. No entanto para casos simplificados,
como isotropia ou isotropia transversal, temos a possibilidade de possuirmos
formulas analiticas com complexidades de implementacao nao muito restritivas.
Uma vantagem de utilizar essa abordagem é a possivel melhoria da eficiéncia
computacional do cédigo, tanto no tempo de montagem dos tensores constitutivos,
quanto em uma possivel melhora de convergéncia do método de Newton-Raphson,
além de nao estar sujeito a calibracao de parametros numéricos recorrentes do
calculo das derivadas por diferencas finitas.

Antes de mostrarmos as expressoes analiticas, considere a definicao da

operacao tensorial ® que nos serd util

(a®b)®(c®d)=-(a®c®b®d+a®d®b®c) (2.40)

N —

onde a,b,c,d € R™. Particularizando para uma base cartesiana em termos de

indices para os tensores A, B € Lin fica:

(A ©B), = 5 (AuwBj + AaBiji) (2.41)

N —

Esta operacgao surge da derivacao da inversa de um tensor simétrico em relacao a
ele mesmo como em (B.12).
Temos finalmente as expressoes analitica resumidas através da seguinte

proposigao:
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Proposicao 4. Considere uma energia de isotropica da forma W(C) =

U(1,(C), I,(C), I3(C)) temos entao:

ov

S = 28_C = I+ %C +43C!
onde:
' U  Ov
n =2(g i)
Y2 = —22—}1;
ov
V3= 2138—]3
e ainda,
0*W
D =4 —al@T+ax(Cel+1e0)

+a3(C'RI+I®C ) +aC®C
+a5(C'@C+CRCH+aC '@ C 1+

0[7(3_1 ® C_l + 0[8]18

onde :

o8

(2.42)

(2.43)

(2.44)



(o _ 4 62\IJ+2I 9*V L oY ,0°0
“ =*\or T"oran " on, " ton
920 92

@ (6[10[2 * 10[3)
9% 9%
—4(1 LI
“s ( Lol T 38128]3>
9%
Qy =4—
o12 (2.45)
1. O
e — — [
° 01,015
0T LU
— 4 (S 22
@ <3313+ 331;)
oT
(0%4 = —4[38—13
o
\C¥8 = _48_[2

Demonstracao. A demonstracao é simples, porém longa. Consiste
basicamente na aplicacdo sistemética da regra da cadeia e das relagoes (1.29),

(1.30), (1.31) e (B.12). Por esta razao nos limitaremos a prova da primeira parte,

logo:
O ° L OV Ol
S_za_c_zzgafiac_
ov OV O O
=2+ |I-27—-C +2,—C*
(mﬁ 1012) a5, C T, C
| ]

Vemos aqui, que mesmo para um comportamento simplificado de material
(isotrépico), a forma explicita dos tensores de Piola-Kirchhoff e da tangente
constitutiva é relativamente longa.

Para leis desacopladas como as mostradas anteriormente, a derivada em
relacao aos invariantes é dada novamente pela regra da cadeia pois a energia
isotropica depende dos invariantes isotrépicos, e a forma genérica mostrada acima

é em relagao aos invariantes de fato. Para diminuir a chance de erros de calculos,
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fazemos uso da computacao simbélica para cada lei constitutiva que desejamos

implementar, as férmulas explicitas para as derivadas sao dadas no Anexo C.

2.3.1 Materiais transversalmente isotréopicos

Vimos que materiais deste tipo possuem uma lei da forma U(C,M) =
U([(C), I(C), I3(C), I,(C,M), Is(C,M)) para uma familia de fibras. No
entanto, nos limitaremos a desconsiderar I5, e a considerar o desacoplamento do

tipo:

U(C,M) = V=], Iy, I3) + U™ ( I3, 1) (2.46)

onde assumiremos a anisotropia dependente funcionalmente de I3, pois para
materiais compressiveis é considerado a parte isocérica do tensor de Cauchy-Green
(C) no calculo de 1.

As consideracoes acima realizadas nao nos causarao algum problema, dado
que sao hipdteses razoaveis para a maioria das equagoes constitutivas utilizadas
em biomecanica. Isto implicard de sobremaneira na simplificacao dos calculos e da

implementacao. Segue abaixo o resultado:

Proposicao 5. Para uma lei do tipo (2.46), temos:

S=S%4+~yMeM (2.47)
Onde S*=° ¢ dado por (2.42) e :
SRR o
e ainda:
D =D +ag(CTOM+MRC H+aMaMeMeM (2.49)
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onde D, € dado por (2.44) e :
aQ\IJaniso
Q9 3 A7 a7
82\Daniso ( . )
(6% 11) = 48—1Z

Demonstragao. Primeiro observe que I, := M-CM = C- (M ® M), sendo

assim:

) 8\I/aniso 8[4 ) a\Ijaniso
S =S8%+42 — =S¥ 42 MM
oL ac LT
——

Y4

Observe agora que dada a decomposicao (2.46) e as expressoes de v; , 1 = 1,2, 3,
o _ 072 _ 04 _ 04
814 814 811 8]2

em (2.43) temos que = 0, sendo assim:

D =D +2C™ ®(3738 )+2M®M®(874813+874814)

= 01, 0C 0l;0C 01, 0C
6’73 82\I/aniso 8,)/4 82lpaniso 874 82\I]aniso
Notand — =23 — = =2 lembrand
Oneo due o1, T “Banal, oL, ~ ~ Lol ol, prz o reembrando
ol.
que 0_(]3 = I3C !, coletando os termos e admitindo regularidade para comutacio

das derivadas, temos que:

82\I,aniso
D =Df, +43———— (C'oMaM+MaMxC')
01301,
———
Qg
2,\Jyaniso
+4— > MaoMeMaM
o1

@10

O que completa a demonstracao. m

A extensao para duas ou mais familias de fibras com leis do tipo
U(C, My, M) = UB(14, I, I3) + U™ (I3, I) + U5"™°(I3, I5), onde I é andlogo a
1y, ¢é trivialmente feita adicionando um termo a mais em S e dois termos em D¢, e

assim por diante.
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2.4 Modelos de dano

Vimos em segoes anteriores que a dependéncia da energia interna de
deformagao é dada por (2.23). Contudo, ainda nao foi comentado nada a respeito
de como o dano evolui. O modelo apresentado abaixo que usa o historico da energia
de deformacao do material virgem como variavel para evolucao do dano é devido
principalmente ao trabalho de Simo (1987), que posteriormente é estendido por
Miehe (1995) aonde sao introduzidos os conceitos de danos continuo e descontinuo.

Considere que a varidvel (interna) d de dano é dada pela composicao de dois
mecanismos de dano, chamados de dano descontinuo (d;) e dano continuo (dz),
combinados da forma d = d; + dy

O estado de dano do material depende do histérico de deformacoes
experimentado pelo mesmo. Para capturar esta informacgao definem-se duas
variaveis auxiliares a; e as para dano descontinuo e continuo respectivamente,

da seguinte forma:

(1) Dano descontinuo:

a1 (t) = sup Yo(C(s)) (2.51)

s€0,t]

an(t) = /Ot

Dai faz-se evoluir o dano através de uma lei exponencial:

di(ey) = d° (1 —exp (%“)) i=1,2 (2.53)

Onde g;, d3° € [0, 1] (d7°+d35° = 1) s@o constantes que controlam a velocidade

(2) Dano continuo:
dW,(C(s))
ds

’ ds (2.52)

de evolugao e importancia de um mecanismo de dano sobre outro. Na préatica, a
variavel d nunca chega a 1 pois isto implicaria em uma deformacao infinita.
Uma boa comparagao entre os dois modelos de dano (continuo e descontinuo)

pode ser encontrada em Pena et al. (2009). Um uso particular do dano continuo

62



¢ na modelagem de fenomenos de carregamentos ciclicos em materiais bioldgicos,
como visto em Martin e Sun (2014, 2013).

Apesar de neste trabalho termos apenas implementado a forma de evolucao
do dano como descrito acima, existem intimeras outras abordagens comuns na
literatura de biomecéanica. Uma delas é conhecida como Pseudoelasticidade (Ogden
e Roxburgh (1999)), aonde uma fungao adicional dependente apenas do parametro
de dano é incorporada na energia de deformagao. Utilizadores desta abordagem
argumentam vantagens na calibracao dos danos experimentais pois os parametros
dos materiais e de dano podem ser identificados independentemente (Weisbecker
et al., 2012; Dorfmann e Ogden, 2004; Pena e Doblaré, 2009). Esta abordagem
é, no entanto, por construgao limitada a descri¢ao do dano descontinuo (ou efeito
Mullins). Uma comparagao da modelagem do efeito Mullins segundo a abordagem
da pseudoelasticidade e a de modelos de danos tradicionais é dada em Gracia et al.
(2009).

Outros esforcos tém sido especialmente para modelagem do dano no tecido
colagenoso Balzani et al. (2012). Utilizando-se deste tultimo modelo e ainda
incorporando um tratamento estatistico do rompimento das fibras de coldgeno
¢ considerado em Schmidt et al. (2014). Abordagens multiescalas para este tema
especifico vém sendo desenvolvidas, em especial através dos trabalho de Hadi et al.

(2012).
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Capitulo 3

Tratamento da incompressibilidade

Neste capitulo discutiremos formulacoes alternativas a formulacao
compressivel (de apenas um campo, o de deslocamentos) ja vista. Estas
formulacoes surgem como formas de impor a incompressibilidade, hipdtese
amplamente assumida em biomecanica, de maneira variacional, deixando de ser
aproximada por um parametro de penalizacao na parcela de energia de deformagcao
volumétrica. A formulacao considerada é uma formulacao mista nos campos de
pressao e deslocamento, também conhecida como formulacao de dois campos.
Discutiremos também as possiveis escolhas estaveis dos espacos de aproximacao,

no sentido da condigao de inf-sup (Ladyzhenskaya, 1969; Brezzi e Fortin, 1991).

3.1 Modelagem da incompressibilidade

Em certos casos, o parametro de penalizacao da formulacao compressivel
pode ser necessariamente tao alto que comprometa o condicionamento do sistema
linear a ser resolvido. Nestes casos pode ser vantajoso uma segunda abordagem,
chamada de formulacao incompressivel, que é baseada em dois campos, sendo um
de pressao (multiplicador de Lagrange) e outro de deslocamentos. A hipdtese de
incompressibilidade ¢é inserida de forma fraca.

Estes tipos de formulagoes geralmente conduzem a sistemas algébricos nao-
positivos definidos, com dificuldades em sua solugao através de métodos iterativos.

Uma formulagao levemente modificada chamada de Lagrangiano Perturbado
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(também chamado de formulagao de compressibilidade artificial) serd apresentada
como uma forma de condicionamento do método.

Formulagoes com mais de um campo sao conhecidas na literatura de
elementos finitos como aproximacgoes mistas. A escolha dos espacos de
aproximacao, nao é um tema trivial, existindo uma vasta literatura sobre este
tema (Brezzi e Fortin (1991)). No entanto, na presente se¢ao nos limitaremos a
apresentar a formulacao variacional (em dimensao infinita) sem nos preocupar com
espacos de aproximacao, que serd tema da Secao 3.3.

Se consideramos a solucao do problema de equilibrio como a solucao do
problema de minimizagao de um funcional, em nosso caso o funcional sendo o de
energia de deformacao menos o trabalho das forcas externas, temos um problema

de otimizagao com restricao, formulado como segue:

Problema 4. Encontre u* € Kiny® = {u € King;detF =1 em Q,,} tal que:

u" =arg min II(u) (3.1)

s inc
uekKing,

onde King, € definido por exemplo em (1.48) e o funcional a ser minimizado é

dado por!

() = / U(u) dQ,, — I°(u) (3.2)

m

Perceba que a agora o conjunto aonde encontramos solucoes ainda é mais
restrito, isto é, por defini¢ao Kin’® C King . Tratemos deste problema através da
introducao de um multiplicador de Lagrange, como forma de imposicao da restricao

cinematica relacionada a incompressibilidade. Considere uma decomposi¢ao da

LA parcela do trabalho externo em configuracio material nao é simplesmente substituindo
u por u da equagdo (1.46), pois se trata de uma relagdo nao linear em u. No entanto, o que

¢ importante para nés é a derivada direcional que é dada por §II*(u,0) = / B-adQ,, +
Qi

T - adl'Y, onde B e T sdo dados por (1.53) e (1.54)

N
Frn
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energia de deformacao dada da seguinte forma:
U(u) =p(J — 1)+ ¥*(C) (3.3)
onde C = J~1/3C.
Desta forma temos o seguinte problema.

Problema 5. Encontre (u*,p*) € King x & tal que:

(u*,p*) = arg min maxf[(u,p) (3.4)

ueKing, pes
onde P = L*(Q,) e I1 € o funcional Lagrangiano dado por:

fi(u, p) — / p(J = 1)+ U=(C) A0y, — 1 () (3.5)

m

(3.6)

Temos agora um problema de ponto estacionario. Este problema gera duas
equacgoes variacionais correspondentes a cada uma das derivadas direcionais em

cada argumento. Resumimos isto na seguinte proposicao:

Proposicao 6. O Problema 5 é equivalente a encontrar (u,p) € King x &

satisfazendo as sequintes equag¢oes variacionais:

/ S(u, p) - 6E(u, @) dQ,, — 611 (u,0) =0 Vi € Vary (3.7)
Qi

/ HUI@) = 1), =0 Vpe 2 (3.8)

m

onde Vary ¢ definido em (1.49) e S é dado por:

a\I/iSO
0C

S =S(u,p) =pJC 1 +2 (3.9)

Demonstragao. Aplicando a derivada direcional na direcdo de u e se
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utilizando das equagoes (B.11) e (1.69) e o fato que 6C(u, 1) = 20E(u, 1) temos:

5 (/ p(J — 1)+ ¥*° de> (u,0) =
Qm
dJ  oU
- . a)dQ),. =
/Qm <pdC+ 5C ) dC(u, ) dQ,

1 . a\I/iSO R
/m (2 <§pC ) +2 50 ) OE(u,u)dQ,,

/

'

=S

A derivada do trabalho externo é ja conhecida da formulacao compressivel. A
segunda equacao variacional segue trivialmente visto que a equagao ¢ linear em p,
logo dp(p,p) =p. m

Agora iremos linearizar as duas equagoes do principio variacional. Isto esta
resumido através da seguinte proposicao que estende o método de Newton-Raphson

visto no Problema 2.

Proposicao 7. Considere as aplicacoes R* : U x P — V' e RV : U x P — P’

tais que as equagoes (3.7) e (3.8) sejam dadas da forma abstrata:

(R*(a,p),a), =0 Vu € Vary (3.10)
(RP(a,p),p)p =0 VpE P (3.11)
(3.12)

onde (-, ) : U XU — R e (,),: P xP— R produtos de dualidade. Dados
(u(o),p(o)) € King x & o método de Newton-Raphson consiste em achar duas

sequéncias convergentes (0, .. u™) = u* e (p, ..., p™) = p* resolvendo para
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0s incrementos (5u(k), 5p(k)) € Vary X &2 as equagoes variacionais:

(OR*(u® p®): su®) @), + (SR (u®), p®); 5p*)) d),

= —(R*(u®, p®) @), Va e Vary
(ORP (0™, p®: 5u®), p), + (SRP(u™, p®); 5p™)), p),

= —(RP(u®,p®)) p), Vpe P

Onde:

(3.13)

(3.14)

e Convencionando R(u) = R"(u,p)|,_, e ainda &R e 6'R dados pelas

formulas (1.72) e (1.73) temos:

(6R"(u,p; 6u), i), = ("R (u),q) + (§'R(u), i)

n / [Hﬁch(u,éu)'éE(u,ﬁ) + S~VT6uVﬁ] .,
com.:

D°=D°+JpC ' C ' —2pJC o C!

e Temos os termos simétricos:

(6R"(u, p; dp), 1), = / SpJF-T . vadQ,,
Q'm

(6R(u, p; ), p), = / DI Voude,

m

e FE finalmente:

<(5Rp(uap; 5p)7ﬁ>? = 0
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Demonstracao. A prova do termo (3.15) segue as mesmas ideias da
Proposigao 2, bastando notar que os termos adicionais sdo dados por (onde
utilizamos (B.12) e (B.11):

opJC~! oJ opJC~!

_YJ -1
oc Pac®C tr/75¢

1
= ipJC_l @Cl—JpCtecCc

Temos entao a equagao (3.16), duplicando a equagao acima por razdes idénticas as
vistas na prova da Proposicao 6 .
Para o termo (dR“(u,p;dp), 1), temos apds a eliminacao dos termos nao

dependentes de p em (3.7) que:

/ S(pJC 1) (u, p; op) - dE(u, 1) dQ,, =

m

/ spJC1 - FI'vadQ,, = / SpJ FF'FT.vadQ,,
Qm Qm W—/

=I

Para o termo (0R”(u, p; du), p),, usando (B.10) temos:

/Q 5(5(J — 1))(u, p; du) A, =

/ %]ﬁJCl -20E(u, 0u) dQ, =

m

/ pJC L. FI'VéudQ,, = / pJET . VoudQ,,
Qm Qm

O termo restante (RP(u, p; 0p), p), ¢ trivialmente zero ja que a dependéncia
¢é sempre linear em p, logo nao hé derivada segunda.
[ |

Podemos observar que esta formulacao produz um sistema do tipo:

Adu + Bdp = F*
(3.20)

B 6u+ Odp = F?
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Tais sistemas sdo conhecidos na literatura (ver Brezzi e Fortin (1991); Ern
e Guermond (2002)) por serem de dificil resolugao, visto que nao sdo diagonais
dominantes pois possuem um bloco de zeros na diagonal, embora nao sao singulares
se escolhidos espacos de aproximacgoes compativeis.

Discutiremos a seguir um método simples de melhoria do condicionamento
conhecido como compressibilidade artificial. Este sistema pode ser resolvido ainda
por blocos como por exemplo no método de Uzawa. Nos limitaremos no entanto

ao primeiro método.

3.2 Inclusao de compressibilidade artificial

Este método, que também é conhecido como Lagrangiano Perturbado Chang
et al. (1991), consiste em modificar a forma da energia de deformagao adicionando
um termo quadratico em p, multiplicado por um fator pequeno, como forma
de melhorar o condicionamento do sistema. Considere a seguinte energia de

deformacgao:

W, (u) =p(J — 1)+ ¥*(C) — =p? (3.21)

x|

A mudanca na formulagao sé vai afetar alguns temos, que resumimos através

da seguinte proposigao:

Proposicao 8. Considere a energia de deformagao ¥V, dada por (3.21) e os termos
definidos na Proposicao 7. Sequem abaizo os termos modificados pela inclusao da

nova parcela.

1

(Ri(.p). 1)y = (R )iy~ [ wiwd, (322)
. 1.
(OR}.(u,p; 6p), P)p = — / ~popdQm (3.23)
Qm

(3.24)
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Os demais termos permanecem 0S MeSMOS.

Demonstragao. A demonstracao é trivial tomando a primeira e segunda
derivada direcional em p. Observe que o termo adicional nao contribui com

nenhuma derivada direcional em u. =

3.3 Formulacao de elementos finitos

Semelhante ao que foi feito no Capitulo 1, finalizamos com a apresentagao da
discretizacao por elementos finitos do problema da mecanica dos solidos nao-linear
incompressivel. Ao invés de apenas um espaco de aproximacao, neste problema
temos um par de espacos. A escolha destes espacos nao é qualquer e como ja
comentado anteriormente esbarra na condicao de compatibilidade entre espacgos
conhecida como condigao inf-sup ou LBB. (Ladyzhenskaya, 1969; Brezzi e Fortin,
1991).

Dada uma particdo 7" do dominio €2, formada por tetraedros (ou triangulos)
denotados de K. Considere entao o espagos de aproximagao para pressao (mesmo

da variacao virtual) dado por:
P ={pn € P;plk €PPVK € T"} (3.25)

Alguns espagos para o deslocamentos ja foram vistos em (1.93) e (1.94), considere

agora uma variacao destes enriquecido com funcgoes bolhas para isto considere:

By = {b € Py;blox = 0,b(gx) = 1,8k ¢ baricentro de K} (3.26)

= {b € Py; b = M\ AaA3)\4, \; coordenadas baricéntricas de K '} (3.27)
onde K foi particularizado tetraedro. Desta forma temos ainda:

%l}fb = {uh € King; (:EZ . uh)|K eP,dBg VK € Th,i =1,2, 3} (328)

¥, = {0, € Vary; (E; - w,)|x €P1 ®@Bg VK € T",i=1,2,3} (3.29)
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Com todos os espacos definidos nos interessa duas combinagoes de espacos a saber:

e P, ;/P; - Polinomios lineares enriquecidos com uma func¢ao bolha para os
deslocamentos e polinémios lineares para pressao (elemento mini Arnold
et al. (1984)), que no contexto deste trabalho significa que (uy,, py,) € %, x

y? e (ﬁh,ﬁh) € /7/1% X ylh

e P, /P; - Polindmios quadréticos para os deslocamentos e polinémios lineares
para pressao (elemento de Taylor-Hood), que no contexto deste trabalho

significa que (wy, pn) € %" x P! e (T, pn) € " x P}

Os espacos de aproximacao utilizados até entao estao esquematizados na Fig. 3.1.

Formulagao Mista

Apenas deslocamento N
(Deslocamento/Pressao)

Figura 3.1: Espacos de aproximacao.

Em situagoes onde é indiferente conhecer os espacos eliminaremos os indices
dos espacos e variedades de dimensio finita denotando-os apenas comoZ ", ¥" e
2" Segue abaixo a aproximacao de elementos para o método misto sem termos

adicionais de regularizacao:

Problema 6 (Aproximagao para o problema misto de mecanica dos

s6lidos nao-linear incompressivel). Dados <u§Ln),p§Ln)> e U x 2" e P, um
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valor de pressao constante, encontrar (u,(lnﬂ),pénﬂ)) e U x 2" tal que:

[ R ————

m

/ (DTu? 4 p 1 (BC) T~ FOS0) - Vi e,
Qm

— [ P, (F™) N, drY va, e 7" (3.30)

TN

m

/ pr ™ (FM) L va™ dg, =
Qm

+ / B (1= 70+ g0 (B) " Tuf”) 4, € 2" (3.31)

onde a notagio ()™ significa (-)(ugn),pén)) e ainda:

K2

W] = @] EVED + 88

onde os tensores S e D° sio dados por (3.9) e (3.16) respectivamente.

Vale ressaltar que o problema acima ¢ apenas uma iteracao do método
de Newton devendo ser executado até a convergéncia. Variagoes na formulagao
sao facilmente incorporadas ao modelo de iteracao acima. Um outro detalhe

importante é que esta formulacao é simétrica.
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Capitulo 4

Experimentos Numéricos

Este capitulo é constituido por dois exemplos numéricos que utilizam e
validam a teoria dos capitulos anteriores. Maiores detalhes dos exemplos se

encontram em suas respectivas sessoes.

4.1 Cilindro pressurizado com pré-stretch

Para validar nossa implementacao em elementos finitos do problema de
grandes deformacoes, foi escolhido o caso do cilindro com simetria de revolugao
e incompressivel, sujeito a um carregamento de pressao e submetido a pré-stretch,
visto que temos solucdo semianalitica para este problema ! . A deducio detalhada
desta solucao para um leitor interessado pode ser encontrada no Apéndice D.

Considere entao um cilindro em configuracao material de raio interno R; e
externo R, com comprimento L, sendo R € [R;, R.| a varidvel radial. Denotando
A =r/RN, = 1i/Ri,\, = 1/R. ¢ \, = (/L (pré-stretch), onde as letras
mintsculas se referem a configuracao espacial das variaveis em letras maiusculas
anteriores, temos que para uma pressao interna p o equilibrio mecanico se da
mediante a solucao da seguinte equagao nao-linear unidimensional para a incognita

A, (mesma Eq. D.13):

Ari oV
= _opt=— 4.1
p= [0 - 7SRy (4.1

Te

1O termo semianalitico aqui designa uma solucdo que é obtida mediante a solucdo de uma
equagao algébrica nao-linear unidimensional.
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onde da condi¢do de incompressibilidade A = A()\;,) (em especial A, ) para um

dado R é possivel mostrar que (mesma Eq. D.2):

2

AN, = \/)\Z—l(l —qr) + A\2.qr, onde gp = %, A, fixo (4.2)

Dada uma energia deformacao é possivel reduzi-la a uma expressao do tipo
U = ¥()\), na qual podemos avaliar sua derivada analiticamente. Dado um valor de
p achamos entao o valor de )\, solugao da equagdo (4.1). Dado que é uma equagao
nao-linear utiliza-se algum método numérico de solugao de equacoes algébricas nao-
lineares, que em nosso caso foi o secante onde nao é preciso avaliar derivadas. A
integral também ¢ avaliada numericamente por algum método de integracao, que
em nosso caso foi o dos trapézios. O particionamento do dominio de integracao é
escolhido extremamente fino, visto que o problema é computacionalmente barato,
de forma a garantir que a integral seja bem avaliada.

O caso de teste utiliza dados de uma artéria carétida humana obtido de
Holzapfel et al. (2000). Foi utilizada a lei constitutiva de Delfino com parametros
ki = 442kPa e ky = 8,35 (ver Eq. 2.31), para um cilindro de raio R; = 3,1 mm
e R, = 4,0mm para pré-stretches de A\, € {1,00,1,05,1,10,1,15,1,20} e pressao
interna p variando no intervalo [0, 25| kPa. Podemos ver estes resultados na Fig.
4.1 onde as curvas simuladas semianaliticas sao confrontadas com as apresentadas
em Holzapfel et al. (2000).

Em todos casos obtemos um ajuste perfeito dos dados ? , comprovando que
somos capazes reproduzir os resultados da literatura e que agora podemos cruzar
nossos resultados em elementos finitos diretamente com solucao semianalitica,
inclusive para diferentes leis constitutivas e inclusao de dano.

A simulacao em elementos finitos é feita em um quarto de cilindro utilizando
uma espessura H de um décimo de R,, isto é H = 0,4mm. Utilizamos condicoes de

contorno de deslocamento normal nulo nas faces que cortam o cilindro radialmente.

2 A pequena diferenca é devido a curva do artigo ser reproduzida por captura manual dos
pontos.
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Figura 4.1: Validagao da implementagao semianalitica.
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Figura 4.2: Vista da segao transversal do modelo de um quarto de cilindro.

Nas outras duas faces planas, que cortam o cilindro axialmente, é imposto
deslocamento normal iguais em magnitude mas com sentidos opostos, de forma
a se obter o pré-stretch desejado. O modelo pode ser visto na Fig. 4.2

Usaremos a formulagdo compressivel (de um campo) com espacos de
aproximacoes do tipo P; e Py, bem como a formulagao incompressivel com espagos
de aproximacao do tipo Py ;,/Py e Py/IP;. Para o caso compressivel foi utilizado
k = 10°kPa com funcio de penalizacio volumétrica do tipo quadrética (ver
Eq. (2.37)). Para o caso incompressivel nao foi usado o termo adicional do tipo
lagrangiano perturbado, visto que utilizamos métodos diretos nestes casos.

Foi utilizada uma malha de com 10 elementos (tetraedros) na direcao radial,
36 na circunferencial e 6 na diregao longitudinal (terceira dimensao do problema)
quando a interpolagao foi linear no deslocamento, isto é , Py e Py , /Py, totalizando
8640 tetraedros e 2035 nés. Para interpolacoes quadraticas no deslocamento, isto
é Py e Py/IP, o ntiimero de elementos é metade do caso anterior em cada dire¢ao
(ver Fig. 4.3 para visualizar as malhas), totalizando 1080 elementos e 2035 nés.

Vemos entao na Fig. 4.3 a solucao para o ultimo passo de carga o campo
de deslocamentos (magnitude) para o caso sem pré-stretch, sendo que os demais
casos de pré-stretches obtemos comportamento muito semelhante qualitativamente.
Percebemos que as magnitudes dos deslocamentos, tanto maximo quanto minimo,

sao semelhantes em todos os casos, mas com valores levemente mais elevados nas
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formulagoes compressiveis.

Na Fig. 4.4 vemos as curvas de pressao contra o raio interno de equilibrio para
os diferentes pré-stretches, formulacoes e combinagoes de espacos. Foram feitos em
geral 10 incrementos de carga (pressao) igualmente espagados, com excessao ao caso
com pré-stretch A\, = 1,15 aonde foram feitas 15 iteracoes pois caso contrario nao
havia convergéncia do método de Newton-Raphson. Podemos ver que as curvas
foram satisfatorias nas aproximacgoes incompressiveis, porém na compressivel ha
uma pequena translagao para a direita, como ja previsto através da imagem 4.3.

Por fim, mostramos nas Figuras 4.5 e 4.6 os campos de pressao com os pré-
stretches A\, = 1 e A\, = 1,2 respectivamente. Constatamos que a Py ;,/P; possui
modos espuirios na pressao, apesar de termos obtido uma aparente boa aproximacao
para o deslocamento. Em contrapartida, o espago de aproximagcao Py /P; (espago
de Taylor-Hood) se demonstrou estavel, com variagdo suave na pressao, sendo de

maior magnitude na superficie interna do cilindro, como esperado.
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Figura 4.5: Campos de pressao para A\, = 1 e pressao interna 25 kPa.
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Figura 4.6: Campos de pressao para A\, = 1,2 e pressao interna 25 kPa.
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4.2 Cilindro danificado por carregamento ciclico

No Exercicio 4.1 vemos que conseguimos resolver por um procedimento
semianalitico o equilibrio em um cilindro incompressivel com simetria de revolucao
sujeito a pressao interna. No caso anterior validamos nossos resultados com os
encontrados em Holzapfel et al. (2000) para uma carétida humana virgem, isto é
sem dano. Desejamos entao estudar os efeitos dos mecanismos de dano introduzidos
na Secao 2.4 visando a validar a implementacao em elementos finitos dos mesmos.

Para este estudo usamos novamente a energia de deformacao de Delfino com
ki = 442kPa e ky = 8,35, e com os parametros de evolucao de dano di® =
0,5,d5° = 0,5, 5, = 50kPa, 5 = 100kPa (ver Eq. (2.53)), sendo o dano final a
soma dos dois mecanismos descontinuo e continuo.

A formulacao de elementos finitos utilizado foi a aproximacao mista com
elementos de Taylor-Hood Py /IP;. Foi utilizada novamente o modelo de um quarto
do cilindro com mesma dimensao e malha do exemplo anterior que pode ser
visualizado na Fig. 4.3(d), aonde temos 1080 tetraedros e 2035 nés. Vale observar
que a variavel de dano foi armazenada em 4 pontos de intregracao de Gauss, sendo
que quando nos referimos no dano em um elemento estamos na verdade tomando
uma média aritmética entre os valores destes pontos.

Foi aplicado entao dois ciclos de carregamento senoidal com pico de pressao
de p = 25 kPa como pode ser visto na Fig. 4.7(a). Ao final dos dois ciclos foram
realizados ao todo 81 incrementos de carga.

Podemos ver na Fig. 4.7(b), através da curva pressao contra estiramento,
que a degradacao do material age diminuindo a energia necessaria a ser absorvida
pelo material até uma certo nivel de deformagcao. Isso pode ser visto se tracarmos
uma linha reta paralela ao eixo das ordenadas, as curvas interceptarao esta reta em
pontos cada vez mais inferiores de pressao a medida que o pseudotempo avanca
(verificar cores do grafico em paralelo com a Fig. 4.7(a)). Equivalentemente, a
diminuicao da resisténcia mecanica pode ser vista se fixamos um valor de pressao.

O estiramento no equilibrio ¢ cada vez maior a medida que o pseudotempo avanga.
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Por fim, observamos uma boa concordancia entre as curvas semianaliticas e as
obtidas por elementos finitos.

Na Fig. 4.7(c) vemos a evolucao do dano total e suas parcelas descontinuas
(dy) e continua (d3) ao longo do tempo. Os dados foram tomados a uma distancia

3 . Observamos que a curva do dano continuo

de 0,045 mm da parede interna
¢é estritamente crescente, enquanto a do dano descontinuo alterna momentos de
crescimento e constancia, sendo que o segundo ponto de crescimento é relativo
ao segundo pico de carregamento onde o cilindro atinge stretches maiores que
anteriormente devido ja estar degradado. Vemos novamente boa concordancia
entre as curvas semianalitica e simuladas por elementos finitos.

Finalmente na Fig. 4.7(d) e na Fig. 4.8 vemos a distribui¢do do dano ao
longo da espessura da parede arterial no ultimo passo de carga, em forma de
grafico e cores respectivamente. Podemos observar que a degradacao é maxima
na superficie interna da parede arterial significando que o processo de ruptura
de um vaso sanguineo geralmente se inicia internamente. O gradiente do dano é
tao maior quanto mais proximo é o ponto da superficie interna, o que significa
indiretamente que a energia associada a deformacgao também varia mais nesta
regiao. A semelhanca entre as curvas semianaliticas e as obtidas por elementos
finitos é boa na maior parte das regioes exceto na parte vizinha a parede interna.
Isto se da devido a falta de informacao nesta regiao visto que o valor mais préximo
do dano que temos é o valor médio deste em um tetraedro de fronteira, sendo assim
o valor na parede interna ¢é subestimado. Nas demais regioes os valores mostrados
sao interpolacoes lineares entre elementos vizinhos, que foi capaz de garantir uma
boa semelhanca com a solucao de referéncia. Um pds-processamento poderia ser
realizado para ter os valores exatos do dano nodalmente a partir do histérico de

deformacao, mas isto é fora de nosso interesse de estudo pelo momento.

3 Esta distancia corresponde ao ponto médio da primeira fileira de elementos finitos, visto que
nao possuimos valores nodais na fronteira mas sim no centro de cada elemento. O valor mostrado
se refere a uma média tomada em todos o elementos desta fileira.
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Capitulo 5

Modelagem constitutiva multiescala

De um ponto de vista microscopico a maior parte dos materiais sao por
natureza heterogéneos. Estas heterogeneidades, como por exemplo diferentes
componentes ou vazios, regem o comportamento mecanico do material a nivel
macroscopico. Neste contexto, abordagens com base em formulagoes variacionais
multiescala surge como uma poderosa ferramenta de modelagem para descrever
um comportamento constitutivo mais complexo, tais como material em falha
Sanchez et al. (2013) ou tecidos arteriais Speirs et al. (2008). Formular o problema
multiescala para a modelagem de tecidos biolégicos é o objetivo deste capitulo.
Entretanto, abordaremos o problema com uma generalidade maior de forma a
colocar os conceitos de forma clara e precisa.

Vérias metodologias multiescala a modelagem constitutiva de materiais tem
sido propostas nas ultimas décadas. Uma delas é baseada na existéncia de um
elemento de volume estatisticamente representativo (EVR), que esta associado a
escala onde as heterogeneidades sao observaveis. Quando em um problema apenas
duas escalas sao identificadas (“macro” e “micro” (EVR) ), o processo de insergao
das quantidades macroscépicas no dominio microscépico é geralmente chamado de
localizagao. O processo inverso é chamado de homogeneizacao .

Esta técnica, com base na EVR, foi colocada em uma estrutura variacional
por de Souza Neto e Feijéo (2006, 2008) em pequenas e grandes deformagdes.

Tal abordagem sera adotada neste texto, no entanto com algumas modificagoes
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importantes. Uma dessas modificagoes (generalizagao) estd na afirmacao do
principio de Hill-Mandel de macrohomogeneidade, originalmente proposto por Hill
(1965), aonde serd incorporada nao apenas a poténcia interna, mas também a
poténcia externa no balango de poténcias entre a macroescala e a microescala.
Isto é importante para a modelagem de forcas de corpo variando a nivel
microscépico. Tal extensao é baseada no trabalho recente de (Blanco et al., 2014a,b;
de Souza Neto et al., 2014).

Para a formulacao do principio variacional multiescala iremos primeiro
definir a cinemética adequadamente através da definigao de espagos funcionais (ou
conjuntos) de acordo com duas hipdteses de homogeneizagao assumidas: uma para
o deslocamento microscopico e outra para o gradiente de deformacao microscopica.
Destas suposicoes identificaremos trés objetos cinemadticos importantes: o
deslocamento e gradiente de deformacao macroscopicos, bem como o deslocamento
microscopico.

Com a descrigao cinematica estabelecida postularemos um funcional de
energia interna virtual e seguindo um procedimento sistematico para derivar
formulagoes variacionais Feijéo e Taroco (1982, 1983); Taroco et al. (2014),
chegaremos a uma formulacao variacional multiescala, em principio bastante
genérica. Para impor o acoplamento fisico entre escalas, vamos estender o Principio
Hill-Mandel, que permitira identificar cargas externas admissiveis para o modelo
e, finalmente, ter um principio variacional adequado para o problema multiescala.

Finalmente, por razoes computacionais praticas particularizaremos o espago
de minima de restrigdo cinemética (aquele que satisfaz nada além das duas
hipéteses de homogeneizagao) ao tomar subespagos do mesmo: o periédico e o de
deslocamento linear. Para cada caso, vamos analisar as cargas externas suportadas

pelo modelo bem como a forma local da equacao de equilibrio.
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5.1 Aspectos cinematicos

Nesta secao, vamos caracterizar os espacos funcionais relacionadas com
problema na microescala a fim de satisfazer algumas condigoes cinematicas
impostas pela relagao com os campos macroscépicos. Observamos que, como é
comumente feito em formulagoes variacionais as hipdteses deste acoplamento serao
introduzidas sempre sobre a descricao cinematica via a definicao dos respectivos
espacos.

Seja Q C R™ uma regido aberta representando um corpo na configuracio

do material !

onde o nosso problema macroscépico estd definido. Em
torno de cada ponto x € () associamos um micro-dominio {2, chamado
EVR (Elemento de Volume Representativo) tal que ¢,/¢ < 1 , onde ¢, e
¢ sao comprimentos caracteristicos relacionados a microescala e macroescala
respectivamente. O tamanho ¢, é escolhido tal que 2, seja um volume que
represente as heterogeneidades do material, sejam estas espagos vazios ou inclusoes
(veja a Fig. 5.1).

Os pontos microscopicos y € (), sao indicados por um sistema de
coordenadas local com origem no centro geométrico do microcélula. Assim, por
definicao de centro geométrico sempre temos / ydQ, = 0. Por conven¢ao nos

Qp
referimos simplesmente V = V,, ao gradiente no dominio microscépico e quando
necessario Vi é o gradiente no dominio macroscopico.

Para simplificar, nao trataremos explicitamente de vazios ou inclusoes neste

texto porque a maioria dos resultados enunciados aqui podem ser facilmente

adaptados para considerar tais caracteristicas.

5.1.1 Conjunto de deslocamentos admissiveis

Queremos descrever o deslocamento microscépico, isto é u, = u,(y) sujeito

a duas hipoteses:

! Neste capitulo como nunca serd misturado configuracoes materiais e espaciais (trabalharemos
inteiramente na material) utilizaremos notagoes simplificadas como por exemplo x ao invés de X
para pontos materiais, div ao invés de Div, etc.
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Figura 5.1: Dominios da macroescala e microescala.

(1) O campo de deslocamento macroscopico u = u(x) ¢ dado pela média

volumétrica (homogeneizagao) do campo de deslocamentos microscépico:
1
u(x) = 0.1 u,(y) d, (5.1)
| u| Qu

(2) O gradiente macroscépico de deformacio F = F(x) é dado pela
média volumétrica (homogeneizacao) do campo gradiente de deformagao

microscopico:

Pe0 = g | Fu() 40, (5.2

onde F(x) =1+ Viu(x), F,(y) =1+ Vu,(y).

Note que acima ndés denotamos explicitamente a dependéncia com a variavel

x dos campos macroscopicos. Ao longo do texto iremos omitir esta dependéncia

devido ao ponto x € ) ser fixo, portanto, nés escrevemos u ou F e assumimos

também que o subscrito u significa dependéncia de variavel y.

Seja " um espaco de Hilbert dotado de regularidade suficiente para as

operacoes matematicas a serem realizadas. Nés definimos um subconjunto de % #
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como %" ? sendo o conjunto de deslocamentos microscépicos admissiveis tal que

as equagoes (5.1) e (5.2) sao satisfeitas:

%ﬂ — {u” c OZ/H;/Q u, dQ# = |Q,u|u§/g F“ dQ” = ‘Q”’F} (5.3)

Notando que/ F, dQu:/
Q. Q.

a cldssica relagao (B.7) temos as duas seguintes caracterizagoes equivalentes de J£/:

"

I4+Vu, dQ, = |Q#\I+/ Vu, dQ, e usando
QF’

AN = {uu € %“;/Q u, dQ, = |Qu|u,/Q Vu, dQ, = |Q,|(F — I)} (5.4)

:{uME%“;/ uMdQM:|QM|u,/ uu®ndfu:|Qu|(F—I)} (5.5)

Iz Ly

onde n ¢ o vetor normal unitdrio que aponta para fora da fronteira I',. Podemos
também exprimir u, por meio da expansao de Taylor 3 em funcao dos campos

macroscopicos u e F mais uma flutuacao um u,(y), como segue:

u,(y) =u+ (F-Ty+ua,(y) (5.6)

A relagao acima mostra a forma desacoplada do campo de deslocamento em
uma constante u, uma parte linear (F — I)y e uma parte de ordem mais elevada
ii,. Isto significa que, dada a tripla (u,F,@,) € (#})* = R™ x R » 770
identificamos o elemento u, € J£/. A caracterizacao do espaco de Ji;u“ sera o
assunto da proxima se¢ao.

Podemos facilmente ver que o gradiente de deformacao microscépica em

forma desacoplada é dada por:

F, =1+ Vu, =F+ Vi, (5.7)

2 Nao propriamente um espaco, mas uma variedade linear.
% Observe a semelhanga com u,,(y) = u,(0) + Vu,(0)y + O(y?).
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Com as decomposicoes apresentadas temos tudo o mnecessiario para

caracterizar o espaco de flutuagoes admissiveis.

5.1.2 Espaco de flutuagoes admissiveis

Usando a decomposi¢ao dada por (5.6) vemos que as condigoes sobre 7}
(ver (5.3)) podem ser caracterizadas pelo espaco . Integrando (5.6) e (5.7) em
1, e levando em consideracao que u, € £/ ey ¢é relativo ao centro geométrico

do EVR, temos:

/ uMdQM:/
Q. Q
/FMdQ#_/
Q Q

7 w

u+ (F-I)y+u,dQ, = |Qu|u+/ u, d©2,

Iz Q.
N———

deve ser 0

F+Vua,dQ, =|Q.F + / Va, dQ,
Qp
deve ser 0

Isto leva a definicao:

jgi”:{ﬁu c %;/ i, dezo,/ Vi, dQ#ZO} (5.8)
Q, Qu

_{ﬁM;/Qﬁﬂdgu_o,/FﬁH@)ndpu_o} 59)

O espaco de flutuagoes admissiveis é idéntico ao espago de variagoes admissiveis,
isto é:
o [ PSR 1 2 1
Varaz;—{uue”//u,uu—u wou,euw €} (5.10)

i 2

Como ambos os campos u/ﬂ,uz € ) satisfazem as condigbes (5.1) e (5.2)
entao é facil ver que a diferenca esta em Jii“, tal que Var’;z = f%}u". Uma
outra caracterizacao muito util de JZ/ é através de uma translagao do espago

de variagoes:
Al =0, + ) =, + Var,  coma, € 7 (5.11)
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Antes de partir para a préoxima secao, é util exprimir a variagao virtual i como

funcao da variagdo virtual da tripla (u,F,q,), isto é (U,F,fl,u). Tomando a

variacao em (5.6) e (5.7) temos:

u,=u+Fy+u, (5.12)

F,=F+Vu, (5.13)

A utilidade destas expressoes ficard clara nas proximas secoes.

5.2 Principio de Poténcias Virtuais

Nesta secao mostraremos uma metodologia geral para o Principio de
Poténcias Virtuais no contexto multiescala. Seguiremos uma forma sistematica
de derivacao de formulacoes variacionais ja descrita no Capitulo 1.

Até agora temos descrito os campos cinematicamente admissiveis e suas
variagoes admissiveis (ou flutuagoes), isto é King = #} e Vary = Var’;/~ em
nosso caso. A definicao destes conjuntos é o primeiro passo de qualquer principio
variacional.

A secao é dividida em trés partes. Primeiro identificamos outros espagos
relacionados por argumentos de dualidade associados pelas defini¢coes de poténcias
interna e externa. FEm um segundo momento postulamos o Principio de
Poténcias Virtuais do equilibrio de uma maneira genérica (ainda sem muitas
restrigoes). Finalmente é postulado o principio de Hill-Mandel de homogeneidade
que acopla fisicamente as duas escalas, fornecendo restricoes para a consisténcia

dos carregamentos externos que o principio anterior permite.
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5.2.1 Dualidade

Como operador de deformagao microscépico D,, € escolhido o gradiente sobre

o deslocamento microscépico total, isto é:

D, V=W,

@, — D, = Vi, =F, =F 4 Va, (5.14)
E facil ver que a definicao de D, leva a definicao %, da forma:
W, = {F,: Q,— Lin} (5.15)
A caracterizagao do ntcleo de D,, segue da seguinte forma:

A (D,) = {1, € Var’ F+ Vi, =0}

w’

= {a, € Var/;; u, = —Fy + 1, 1y € R™ uniforme } (5.16)
Definimos o funcional linear de poténcia interna como sendo P* € 7/“':

PZ(FM) = _<Pu7]§‘u>7/é><7/“ = _/ PM : FH dQM (517)
Q

m

onde o tensor P, surge por argumentos de dualidade. Este ¢ o chamado de primeiro
tensor de Piola-Kirchhoff, neste caso, sua versao microscépica. Percebe-se que por
construgdo P' = 0 para 0, € A (D,).

Integrando a expressao da poténcia interna por partes podemos definir o

operador transposto D; : % — ”f/u’ da seguinte maneira:

(Pu. Du)yysm, = (D P, Wy, =

/ PM-VﬁdQM:—/
Q. Q

diVPM-ﬁdQ#—i—/ Pmn-udl,

I3 Ly
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Figura 5.2: Diagrama de dualidade para o problema multiescala.

E usando a decomposigao (5.12) temos:

(DiP,, 1) = (— / divP, -, dQ, + / P,n-u, dFM> +
Q. T,

o ( [ e, a0, [ P dpu) .
Qu r,

F- (—/ divP, ®y dQ, + / Pn®y dFM> (5.18)
Q, Ty

Logo, como consequéncia, podemos identificar a forma do funcional de poténcia
virtual externa P¢ € “//M’ tal que ele admite um sistema de carregamento externo

f, € 7/M’ caracterizado pela quadrupla (a, B, c,d), sendo :

Pe(a) = (£, 0)y1xy, =a-u+B-F +/

Qp

c-ﬁMdQu+/ d-a,dl, (5.19)

Ly

Todo este procedimento pode ser visualizado na Fig. 5.2.
Devemos observar que carregamentos admissiveis geram uma poténcia virtual

externa nula para um movimento rigido (ver defini¢ao (5.16)), isto é:
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Pé(a) =0 Vuace Vargz NA(D,)
Pé(a) =a-a vac R
=a=0 (5.20)
Temos entao apenas uma restricao sobre a quadrupla que define f, para fazer o
modelo consistente. Vale lembrar que esta nao ¢ a tnica restricao. Restrigoes
adicionais surgem quando inserimos mais entendimento fisico do problema

multiescala no modelo. Iremos adiar esta discussao até a secao que trata

especificamente do principio de Hill-Mandel.

5.2.2 Principio variacional do equilibrio

Dizemos que o sistema se encontra em equilibrio se:
P(F,) +P(a,) =0 Va,e Var% (5.21)
e para as formas especificas da segao anterior temos:

—/ P, F,dQ,+a-a+B-F
Qu

+/ c~ﬁHdQ#—|—/ d-u,dl, =0 Va, e Var (5.22)
Q r

Iz H

onde temos ainda mantido o carregamento de corpo macroscépico a mesmo sendo

zero apenas por completeza. Integrando por partes (ja feito em (5.18)) e anulando
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alternadamente duas variagoes da tripla (1, ﬁ‘, ﬁu) temos as seguintes trés relagoes:

Q- a+/ divPMdQM—/
Q, r

F. (B +/ divP, ®y dQ, — / Pn®y dFu> =0 VF ¢ Rvdxnd (5.24)
Q, r,

P,n dl“u> =0 VvaeR™ (5.23)

n

/ (divP, +c)-u, dQ, +/ (d—P,n)-u,dl, =0 Vu,c 7"  (525)
Q.

Ly

A terceira relagao define um condicao de ortogonalidade com respeito ao espaco
- o\ L

) isto é caracteriza (Ji/u“) , veja (B.14). Além disso fazendo uso das férmulas

(B.5) e (B.7) na primeira e segunda relagoes acima temos as seguintes equagoes de

Euler-Lagrange:

.
a=0

B :/ P, dQ,
Q (5.26)

n

divP,+c=k em(,, ondeke€ R™ uniforme

\d —P,n=Tn sobrel,, ondeT € R uniforme

O préximo passo é identificar outras condicoes fisicas que fazem com que
o modelo seja consistente com a modelagem constitutiva multiescala. Mais
precisamente estas condicoes implicarao em consequéncias sobre o tipo de

carregamentos externos admissiveis, como veremos a seguir.

5.2.3 Principio de Hill-Mandel

Até o presente momento temos discutido sobre suposicoes feitas sobre as
varidveis microscopicas cineméticas (deslocamentos e seus gradientes) tais que
quantidades da microescala sejam consistentes quando relacionadas com as suas
contrapartidas macroscopicas. Além disso, também foi formulado um Principio
de Poténcias Virtuais com varidveis cinematicas microscépicas e seus respectivos

duais, como por exemplo o tensor de Piola-Kirchhoff microscopico. A questao que
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ainda permanece é sobre o acoplamento fisico entre as escalas. Este é o objetivo
desta secao.

A versao estendida do principio de Hill-Mandel da macrohomogeneidade (ver
(Blanco et al., 2014a,b; de Souza Neto et al., 2014)) afirma que a poténcia virtual
homogeneizada total (ou mesmo a poténcia real) na microscala é igual & poténcia
virtual exercida pelas quantidades macroscépicas. Entao, afirmamos que o sistema
multiescala satisfaz o Principio de Hill-Mandel estendido se a seguinte equagao

variacional é satisfeita:

. 1
P-F-b-a=_—
Qul Jo,

P, F,—b,-04,dQ, Va,c Var (5.27)
Note que a dependéncia com a tripla (i, F, 1,) é devida as decomposicoes (5.6) e
(5.7), de forma que Yu,, € Var’;/~ significa o mesmo que V(i, F, 1:1”) € R x Rdxnd ¢
%". Temos também introduzido b e b, como forcas de corpo macroscépica e
microscopica, respectivamente.

Uma observagao importante sobre o principio acima é sobre a auséncia de
integrais na fronteira do EVR, o que nao significa no entanto que a tracao na
fronteira é nula, mas apenas que a poténcia realizada por esta ultima com os
deslocamentos admissiveis é nula. Isto é fisicamente consistente devido a estarmos
sempre nos referindo a uma microcélula localizada no interior de um corpo §2.
Formas particulares para tragoes compativeis serao consideradas posteriormente
para cada escolha de espaco de deslocamento admissiveis.

Substituindo (5.6) e (5.7) na equagao (5.27) e rearranjando-a para poder

identificar os termos admissiveis por comparagao com (5.22) temos:

—/ P, -F,dQ, + /bHdQu—|QM|b -ﬁ+/ b, -u, dQ,
Q Q Q,

H Iz Iz

(1mes
Q

N

-~
=a

b, ®y dQu> F =0 Va, € Var", (5.28)

o

-~

=B
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Usando a primeira equagao de Euler-Lagrange de (5.26) temos:

a:/ by d9, — |u[b = 0

Qu

b= b, dQ, (5.29)

2] Ja,

Temos derivado um esquema de homogeneizacao consistente para as forcas de
corpo. Isto implica que se existem carregamentos de corpo introduzidos na micro
e macro escala, a unica possibilidade é que eles estejam relacionados através de

(5.29). Além disso, reescrevendo b, =b + Bu temos:

b,=b+b,= BMdQM:/ b, dQ, — b|Q,|
Qpu

7

= / b, dQ, =0 (5.30)
Qpu

Desta forma as flutuagoes da forca de corpo tem valor médio nulo. Uma
utilidade importante de decompor o campo b, é reescrever as expressoes de B e
c em (5.28) somente em fungao de Bu pois a parte constante b nao afeta estas
integrais.

Usando a segunda equagao de Euler-Lagrange de (5.26) temos:

B:|Q#]P+/ Bu@)ydﬂu:/ P, dQ,

w Qp
1 ~
iz Qu Qpu

Aqui foi identificada uma férmula de homogeneizacao para a tensao de Piola-
Kirchhoff macroscépica consistente com o principio de Hill-Mandel estendido. Note
que nao foi necessario assumir a prior: a forma de homogeneizacao.

Pode ser observado que nao ha integral na fronteira em (5.28), isto significa

por comparacao com (5.22) que:

/ d-u,dl,=0 vua,c 7! (5.32)
T

m
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Esta é uma consequéncia da forma assumida do principio de Hill-Mandel. Tracoes
que sao ortogonais aos campos de flutuagdes do deslocamento no sentido de (5.32)
sao compativeis com o modelo.

E facilmente visto que uma condicao suficiente é d seja dado da forma:

d=Tn sobre[',, para qualquer T € R* yniforme (5.33)

Das propriedades de Jii“, segue que

/Tn-ﬁudFﬂ—T~/ u,®ndl, =0 u,e 7!
r

w Tu

Substituindo esta forma de d na dltima equagao de Euler-Lagrange em (5.26)

temos:

’f‘n—PNn: Tn

Pn=t,=(T—T)n sobrel,

Como conclusao P, é constante sobre a fronteira do EVR.
Finalmente integrando a terceira equacao de FEuler-Lagrange em (5.26),
usando a decomposigao das forgas de corpo como em (5.30) e utilizando a relagao

(B.6) (com integrando unitério) temos:

/divPMer—H?)MdQu:/ kdQ,,

Q. Qu
/P#ndF“—HQulb—l—/ b, dQ = |Q,|k
I n

=0

PM/ n dr 4]0, b = |0,k
Ly
=0

=b=k (5.34)
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E portanto resulta:
divP,+b, =0 emQ, (5.35)

Observe que o principio de Hill-Mandel estendido nos permitiu encontrar
equagoes mais simplificadas do que (5.26) e também identificar duas férmulas de

homogeneizagao, uma para as forcas de corpo e outra para o tensor de tensao de

Piola-Kirchhoff.

5.3 Modelos multiescala especificos

Até o presente momento nés trabalhamos apenas com um espaco de
flutuagoes admissiveis (Jii“), este que é o que espaco com menos restricoes
cineméaticas possiveis, denominado também espaco de minimas restricoes
cinematicas. Procedendo desta maneira foi identificada a forma local do equilibrio
e condigoes sobre os carregamentos externos.

Podemos também pensar em tomar 1:1“ em um subespaco de f%;u“, isto é
um espaco cinematicamente mais restrito. Desta forma pode-se esperar que a
medida que as flutuagoes sao mais restritas menos condigoes sao necessarias nos
carregamentos externos admissiveis bem como nas equagcoes de equilibrio

Consideremos apenas dois diferentes subespacos:

(1) Modelo de deslocamento linear na fronteira:

L%;uu = {ﬁu € %ﬁ;ﬁu‘m =0}

- {ﬁu e m;/ ,dQ, = 0, 1,|r, = 0} (5.36)
Qp
(2) Modelo de flutuagoes periédicas na fronteira:

A = {0 € AL Wl = Wyl Vi)

u

- {ﬁu S 7/“;/9 1,dQ, = 0,1,

99

=1
Ty iz

Fi,_\ﬁ} (5.37)



it i— o ; ; - _ _qt _
onde I';" e I')™ sdo fronteiras opostas tais que n; = —n; e I', =

U (Fff U FL’_) , ver Fig. 5.3 .

Mais adiante discutiremos melhor sobre cada um destes subespagcos que sao

relacionados pela seguinte hierarquia (como provaremos posteriormente):
Log Poy %
y AN G A el Aa (5.38)

Caracterizaremos as tragoes e forcas de corpo admissiveis para cada caso. Para

isto considere as relagdes (5.32) e (5.25), por conveniéncia relembradas:

u

/ d-a,dl', =0 Va,c 7F (5.39)
Ty

/ (divP, +b,) -1, dQ, +/ (d—P,mn)-u,dl, =0 Yu,ec " (540)

Q. Ty

onde modificamos o espaco de flutuagoes para ’%;u“ que pode ser Ii/"ii“, %“ ou %;u“.

Além disso, temos também escrito ¢ (das equagdes originais) como simplesmente

Bu pois a inclusao da parcela constante b nao altera o resultado da integral.
Observamos que as duas equacgoes acima sao as unicas afetadas pela mudanca

do espaco de flutuagoes. Em contrapartida, as equagoes (5.23) e (5.24), implicam

nas mesmas féormulas de homogeneizacao para forcas de corpo e e tensor de tensoes.

5.3.1 Modelo de deslocamento linear na fronteira

Neste modelo anula-se a contribuicao de termos de alta ordem do campo de
deslocamento sobre a fronteira, ou seja, especificando (5.6) por considerar @, = 0

temos:
u,=u+ (F-I)y sobre I', (5.41)

Como 1, = 0 em I', temos / u, ®ndl', = 0, entao %“ ¢ um subespaco
préprio de JZ 1.

Tomando 7" = LZ" em (5.39) concluimos que ndo ha restricio sobre d.
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Considerando agora (5.40), temos também que a integral para (d —P,n) arbitrario

a integral do contorno se anula, entao:
P,n=t, sobrel,, para qualquer t, (5.42)

Novamente de (5.40), como “#* nao adiciona restrigdes no interior do corpo
em relacdo ao espaco ,%;u“, j& sabemos que divP, + Bu = k, onde k € R™ ¢
constante. Usando (5.42) e integrando a forma local de equilibrio temos que k

deve satisfazer:

/l_{dQH:|Q#]l_<:/ diqudQ/nL/ b, dQ,
Q Qpu

Iz Qu

=0

— / P,ndl, = / t, dr',
r, r

©w

desta forma:

i - 1
divP,+ b, = m A t,dl', em (), (5.43)

Observe que nao temos nenhuma condigao que b, e t, devem satisfazer.

5.3.2 Modelos de flutuagoes periodicas na fronteira

3,+
Ly

Figura 5.3: Exemplo de célula hexagonal com 3 pares de fronteiras opostas.

Neste modelo impomos periodicidade no comportamento da flutuacao no

deslocamento, isto ¢, u,, pict = Uppi- V1.
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Para ver que 27" é de fato um subespaco de £ considere:

/ i, ®ndl, = » (/ i, ® nfdl', + / i, ® ni_dl“#>
T, » rit ri

]

_ (/4 o niar, - [
p Tyt r

. u
7, —
I3 W

~ + o ~ P/
u, ®n; dFM> =0 u,c 't
Entdo 27} C . Se tomamos ﬁu|r§;+ = ﬁu|rﬁ;‘ — 0Vi recaimos no espaco “#*,
logo LM ¢ ZAF e todas as inclusdes em (5.38) sdo satisfeitas,

Considere agora a equacio (5.39) com 7" = 7" se tomamos a tracio d

satisfazendo a condigao de antiperiodicidade d i = —d rist (notagao d; = —d;")
temos:
/ d-u,dl, =) / d -a,dl, + / d; -a,dl,
Ly i FLHL Ffii

u

:Z(/de-a#dru —/
p ry r

De fato, d resulta ser antiperiédico. Usando (5.40) as duas integrais devem se

dj-ﬁ“dr“> =0 u,c zr

i,—
“w

anular simultaneamente. Usando o fato da antiperiodicidade de d e n na integral

do contorno fica:

/ (d—Pun)-ﬁ“dFu:/ (d—t,)-u,dl, =0 Va,ec 27k
T, T,
= (d_tu)z’_ = _(d_tuﬁr Vi

d;i = (tu); = —d + ()] Vi

Temos entao:
(tu); = —(t,); Vi (5.44)

Nada mudou na integral com relacao aos outros subespacos de tal maneira que
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(5.43) também ¢ vélida. Observando que:

/ divP, dQ, = / P,ndl, = / t, dl,
Q r, T

w

=> ( /F ()7 dl, + /F i,_(tu)idru> _

=2 ( /FLJW dr, - / | <tu>,-+dru> =0

Usando (5.43), e tendo em consideragao que a integral das tra¢oes no contorno

i —
I

do EVR se anula, temos finalmente que:
divP,+b, =0 emQ, (5.45)

Como esperado, chegamos a que no interior do corpo a equacao de Euler-
Lagrange é a mesma que no caso do espago de minima restricao cineméatica. Na
fronteira as tragoes devem ser antiperiddicas, que é um pouco mais geral que impor

um tensor de tensao constante sobre a fronteira como acontece no caso JZ /.

5.4 Formulacao de elementos finitos

Nesta secao iremos mostrar a forma aproximada do problema micromecanico
que queremos resolver, particularizando para o caso Bu = 0 e subespaco de
flutuagoes periddicas na fronteira.

Dada uma particao 7;h da microcélula €2, formada por elementos K

(tridngulos ou tetraedros). Definindo um espago de dimensao finita para a flutuacao

dos deslocamentos temos:

I

wh — {ﬁz € AP (e W)k ePLVK € T i€ {1, ,nd}} (5.46)

onde aqui ja particularizamos para elementos lineares mas nao ha alguma restricao
em considerar aproximagoes polindmiais de mais alta ordem. Como ja demonstrado

nesse texto o espaco de variagoes virtuais é o mesmo de flutuacoes admissiveis,
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portanto ﬁZ € %;h. Segue abaixo a aproximacao por elemento finitos do problema

de equilibrio na microescala (ver (5.45)).

Problema 7 (Formulagao em elementos finitos para o problema na
microescala). Dado F € R4 yma deformacdo macroscdpica conhecida, achar

ﬁZ € OZZJ’ tal que:
/ P,F+Vd!) Vai=0 vi'e%) (5.47)
Qp

Visto que o problema é nao-linear sera necessario a linearizacao das equagoes
para aplicacao do método de Newton-Raphson como j&a foi feito no Capitulo 1.
Para se assemelhar mais com a notacdo utilizada no Problema 3, usando (1.51)

reescrevernos PM COImMo:
P,=F,S, (5.48)

Vale salientar que S, = S, (F+V1u,). Seguindo essas consideracoes o procedimento
¢ o mesmo do Problema 3.

Nos exemplos numéricos da sequéncia nos focamos em células bidimensionais,
no entanto fazemos uso de uma implementacao tridimensional do problema, sendo
a microcelula de pequena espessura. As condigoes de periodicidade sao impostas
entao nas faces ao invés das correspondentes arestas de fronteira. Nas demais faces,
serd imposto somente deslocamento normal nulo (na diregao da terceira dimensao
do problema). Estas observagdes modificam ligeiramente a definicao do espago de
flutuagoes periddicas, mas nada que invalide esta abordagem.

A estratégia utilizada para garantir que as solucoes aproximadas satisfacam
condicoes periddicas é a renumeracao do ndés de uma borda com a mesma
numeracao que a borda oposta a essa. Deste modo, para cada par de bordas
opostas, apenas resolveremos da resolu¢ao do Problema 7 os graus de liberdade de
uma das bordas, e em um segundo passo de calculo é feita a cépia dos valores dos

deslocamentos para a outra borda.
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5.5 Experimentos computacionais

Como motivacao aos experimentos a serem realizados considere a Fig. 5.4
retiradas de diferentes artérias cerebrais humanas. Podemos constatar a natureza
porosa da camada de elastina interna (em verde), na qual tomamos um EVR

segundo a Fig. 5.4(c).

(a) Reconstrucdo 3D da microscopia da  (b) Idéntico ao anterior (Fig. 5.4(a))
camada de elastina interna, sem stretch.  mas carregado com 30% de stretch.

(¢) Microscopia fluorescente da secao  (d) Amostra com 30% de stretch, com
transversal onde em verde é a camada a direcao da trinca alinhada com a
de elastina interna, em azul é niicleo de  carregamento.

células e em vermelho fibras de coldgeno.

Figura 5.4: Imagens de microscopia de artérias cerebrais humana (Robertson et al.
(2012)) (barra = 50 ym) .

Como ja comentado, um dos motivos para termos escolhido o EVR de estudo
na regiao da camada interna de elastina é a sua importancia na formacao de

aneurismas como discutido em Robertson e Watton (2013). Uma segunda razao
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da escolha do estudo é a relativa simplicidade da microestrutura no sentido de
ser composta por apenas um material, situacao ideal para que possamos testar a
abordagem desenvolvida.

Em todos os experimentos computacionais mostrados as simulagoes serao

4 Baseados na teoria

feitas em uma microcélula bidimensional quadrada
multiescala acima desenvolvida, e utilizando a hipotese de periodicidade do campo
de flutuagdo nas faces opostas da célula, iremos trabalhar no subespaco de
flutuacoes periddicas. Esta postura simplifica a estratégia de implementagao por
elementos finitos, visto que é suficiente fazer manipulagoes a nivel da malha para
se garantir que a solucao esteja no subespacgo de trabalho.

Consideraremos em todos os exemplos forcas de corpos nulas e a imposicao

de um gradiente macroscopico de deformacao definido pelo stretch A\ dado por :

F = (5.49)

Note que automaticamente é satisfeita a condi¢ao de incompressibilidade (det F =
1), e como o problema é bidimensional F € R**?.

Perceba que da rela¢ao de homogeneizagao do gradiente de deformacao (5.2)
que nada podemos concluir sobre a incompressibilidade na microescala, isto é, se
det F,, = 1 nao necessariamente det F = 1 e vice-versa. De fato, devido a presenca
de poros, que sao claramente compressiveis, a incompressibilidade nao serd (e
nao necessita ser) obedecida em todos os pontos da microcélula. Deste modo,
consideraremos uma lei constitutiva compressiva do neo-hookeana (ver (2.29)) com
termo de energia volumétrico desacoplado do tipo logaritmo (ver (2.38)). Além

disso, utilizaremos uma varidavel de dano modelada pelo dano descontinuo (ver

4 Em realidade existe uma espessura na microcélula da ordem de 25 vezes menor em nossos
exemplos, no qual foi imposto deslocamento normal nulos nas faces alinhadas com o plano
bidimensional.
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(2.51)) somente na parcela isocérica, sendo assim:

¥(C,d) = M ([L(C) = 3) + k(In J)? (5.50)

Visto que estamos usando a lei compressiva, e o material é de fato um pouco
compressivel, a aproximacao utilizada serd do tipo P;. A lei volumétrica utilizada
foi a que se comportou melhor neste caso, no sentido de poder se aumentar
mais o valor de s, mas como ja foi comentado, nao ¢ de nosso interesse forgar
a incompressibilidade, visto que de fato nao a temos na matriz porosa.

Foram utilizados valores de u = 800kPa, x = 5000kPa, d* = 0,875 ,
B = 150kPa sendo que os ultimos dois parametros se referem & (2.53) onde foram
omitidos os indices visto que nao é considerado o modelo de dano continuo, devido
o incremento de carga ser monotonico. Além disso em (5.49) A varia entre 1 e 1,35,
o que concorda com os niveis de deformagcoes nos quais as amostras da Fig. 5.4
estavam submetidas. Logicamente, para obtermos o fenomeno de localizacao nessa
faixa de deformacao, os valores de d* e [ foram cuidadosamente calibrados para
isto, uma vez arbitrado os valores de i e k. Foi observado que o comportamento
qualitativo variando-se p (e variando na mesma proporcao ) foi o mesmo, desta
forma s6 apresentamos exemplos para estes valores acima.

Realizaremos as simulagoes em uma microcélula quadrada unitaria 1 x 1
(correspondente a uma janela real de aproximadamente 100 pm x 100 ym, ver
Fig. 5.4(a)) ° e com 20 passos de incremento de deformacdo, apesar que em
algumas simulagoes o material colapsa antes do fim dos incrementos, sendo o ponto
plotado e/ou visualizagdo da geometria deformada referente a este instante. Em
alguns casos foram utilizados 3 tipos de refinamento de malha, que denominamos
genericamente de malha grossa (h = 0,04), intermedidria (h = 0,02) e fina

(h =0,01), ou malha A, B e C respectivamente.

® As unidades de comprimento nao importam, visto que estes valores serdo depois divididos
pelo volume (ou drea). A dimensdo unitdria é referente o EVR com 9 poros, sendo que para
subdivisoes deste é mantido o tamanho do poro e diminuida a dimensao da microcélula, sendo
2/3 x 2/3 para o EVR de 4 poros e 1/3 x 1/3 para o EVR de 1 poro.
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Uma vez colocadas todas estas consideragoes seguimos abaixo com alguns

exemplos.

5.5.1 Exemplo 1 - Distribuicao estruturada de poros com porosidade

de 10%

KARORE
A e e
SRS

)

e

(a) Malha fina (ou C) com 1 poro e porosidade (b) Malha fina (ou C) com 4 poros e
10%. porosidade 10%.

(¢) Malha fina (ou C) com 9 poros e (d) Malha fina (ou C) com 9 poros e
porosidade 10%. porosidade 50%.

Figura 5.5: Algumas malhas de EVR com distribuicao estruturada de poros.

Primeiro utilizando um EVR com distribuicao estruturada de 9 poros fizemos
um estudo de sensibilidade da resposta constitutiva variando o refinamento da
malha. A malha mais fina utilizada pode ser vista na Fig. 5.5(c) (Malha C com

h = 0,01), sendo as outras duas malhas, A e B, quatro e duas vezes mais grossas
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EVR com 9 poros circulares estruturados

200 !
e—e Malha A
e—e Malha B
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1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35
A
(a) 9 poros.
900 EVR com 4 poros circulares estruturados
e—e Malha A
e—e Malha B
e—e Malha C
150 oo e ]
=
a
B L0 [ oveemeemme e o
Ay
5Ok T
0 i i i i i i
1.00 1.05 1.10 115 1.20 1.25 1.30 1.35

A

(b) 4 poros.

Figura 5.6: Comparacao de diferentes malhas para poros estruturados com 10%

de porosidade.

que a C. A curva de resposta resposta Fig. 5.6(a).

Observamos que nao houve grandes variagoes na resposta, tendo uma certa

“convergencia” em relagao ao sentido de resposta constitutiva para este tipo de
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200 EVRs com diferente nimero de poros circulares estruturados
T T T T T T
e—e 1 poro '
e—e 4 poros
e—e 9 poros
150 f oo N S I EEHBL
=
¥
\,_’*-4/ JOO F---ovmmre e e o
[y
5()? ,,,,,,,,,,,,,,, R SRREEn EEEEPRPRRRRER
O L L I L L L
1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35
A

Figura 5.7: Comparacao de EVRs com diferentes 1, 4 e 9 poros cada um
considerado na malha mais fina e porosidade de 10%.

Figura 5.8: Visualizacao do campo de dano para o EVR de 9 poros circulares com

10% de porosidade.

célula e porosidade. Entretanto, como veremos no exemplo seguinte, isto nao foi
verdade quando aumentamos a porosidade da microcélula. A malha mais fina (C)

permitiu maior deformagao da célula e com isso uma localizagao mais precoce.

Como prova de conceito repetimos o mesmo teste de sensibilidade a malha

para a célula de 4 poros (ver Fig. 5.5(b)), resultado semelhante pode ser visto na
Fig. 5.6(b).
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Um outro teste realizado foi o da sensibilidade ao nimero de poros do
EVR. Este estudo é de extrema importancia de tal forma que possamos escolher
um EVR 6timo (no sentido de ter menos poros), mas que seja representativo
da microestrutura da regiao macroscépica de interesse. Na Fig. 5.7 vemos
a comparagao das simulagoes com 1, 4 e 9 poros, cujas malhas podem ser
vistas nas Figuras 5.5(a), 5.5(b) e 5.5(c) respectivamente. Os resultados no
entanto, mostraram que ha pouca sensibilidade da resposta ao nimero de poros
da microcélula.

Como de maneira geral os resultados foram muito semelhantes, nos limitamos
a mostrar graficamente as bandas de localizagao para o EVR de 9 poros com a
malha C, visto na Fig. 5.8. Podemos constatar a presenca de bandas de localizacao
nas diagonais, o que nos leva a conjecturar que a distancia vertical entre as células,
que pela menor secao transversal seriam mais susceptiveis a falha, ainda é grande.
Deste modo no préximo exemplo aumentaremos a porosidade para 50% observando

este outro comportamento.

5.5.2 Exemplo 2 - Distribuigao estruturada de poros com porosidade

de 50%

Neste exemplo fazemos testes semelhantes aos feitos no primeiro exemplo,
mas com uma porosidade de 50%. A malha para 9 poros mais fina (Malha C)
pode ser vista na Fig. 5.5(d), nao sendo mostrados os outros EVRs de 1 e 4 poros
devido a semelhanca ao caso anterior.

Na Fig. 5.9 visualizamos a sensibilidade da resposta constitutiva em relacao
aos diferentes refinamentos de malha. Vemos agora que houve uma expressiva
diferenca de resposta entre as malhas, sendo necessario maiores refinamentos até
a convergéncia da resposta constitutiva, mas para o nosso proposito de apenas
analisar a sensibilidade das curvas, isto ja nos é o bastante.

Vemos na Fig. 5.11 a comparacao dos resultados de simulacao mostrando a

geometria deformada e a visualizacao do campo de dano para diferentes malhas.
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EVR com 9 poros circulares estruturados 50% porosidade

180
o—e Malha A | : : : .
160 e—e Malha B |-~ e = S S
e—e MalhaC| :
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1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35

Figura 5.9: Comparacao de diferentes malhas para 9 poros estruturados com 50%
de porosidade.

Observamos assim a formacao de bandas de localizacao entre os poros no sentido

vertical, sendo cada vez mais marcadas a medida que a malha é refinada.

E\g%s com diferente nimero de poros circulares estruturados (50%) porosidade

e—e 1 poro
160 |-| @—@ 4 pOros [+ @@ ]
e—e 9poros| ; ;
140 P B e 1
120 |-t @l b
T 100 e R .
& :
= :
0 80 e eg b L 1
GO [ b 1
] S L T T 2 .
20| i e 1
0 ; . ; . ; i
1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35

Figura 5.10: Comparagao de RVEs com diferentes 1, 4 ¢ 9 poros cada um
considerado na malha mais fina e porosidade de 50%.
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(a) Malha grossa (ou A).

(b) Malha intermediéria (ou B).

(¢) Malha fina (ou C).

Figura 5.11: Visualizacao do campo de dano para o EVR de 9 poros circulares com
50% de porosidade para diferentes malhas.

Para completar a analise, procedemos com a sensibilidade ao tamanho
do EVR (quantidade de poros) como pode ser apreciado na Fig.  5.10.
Semelhantemente com o caso de porosidade 10%, concluimos que para esta
configuragao a resposta constitutiva é invariante a quantidade de poros considerada

no EVR.
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Por fim, podemos fazer um paralelo entre o caso de 10% e 50% em relacao
ao formato geral das curvas tensao-estiramento. Vemos que no caso de 10% de
porosidade a curva atingiu um pico na tensao pouco depois de A = 1,25 (ver por
exemplo Fig. 5.7), e no caso com porosidade 50% o pico foi adiantado para um
pouco antes de A = 1,25 (ver 5.10) . A magnitude da tensao também variou,
sendo que os valores sao aproximadamente P;; = 160kPa e P;; = 200kPa, para
o caso de 50% e 10% na porosidade respectivamente. Resumindo, o aumento de
porosidade influéncia antecipando a localizacao no sentido do estiramento e de

tensao, conforme o esperado.

5.5.3 Exemplo 3 - Distribuicao aleatéria de poros com porosidade

de 10%

Até entao consideramos apenas EVR com distribuigao estruturada de poros
(em forma de grade), mas como é visto na Fig. 5.4 os poros parecem ser distribuidos
de maneira nao estruturada. Além disso alguns destes poros, nao sao de formato
circular, mas sim elipticos, o que deve influenciar bastante na formacao das bandas
de localizacao devido a concentracao de tensao.

Deste modo, foram geradas 3 organizacoes aleatérias de poros de formato
elipticos vistas nas Figuras 5.12(a), 5.12(b) e 5.12(c). Estes EVRs foram criados
de forma que a posicao do centro da elipse seja aleatéria mas respeitando uma
distancia minima de 0,25 para o centro das outras elipses, e uma distancia minima
de 0,15 para a borda do EVR. Todas as elipses possuem mesmas dimensoes
escolhidas de forma a obedecer uma excentricidade ¢ de 0,8 e porosidade de
10%. A inclinagao também foi escolhida aleatoriamente entre 9 valores de angulos
igualmente espagados {5°,45%,...,325°}, de forma que nao haja duas elipses com
mesma inclinagao.

Primeiramente, podemos ver na Fig. 5.13 a comparacao das 3 respostas

6 A excentricidade de uma elipse é definida como a razao da distancia de um dos focos da elipse
ao seu centro sobre a metade do comprimento do maior eixo da elipse. Segundo esta definicao, o
circulo é uma elipse com excentricidade nula.
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(a) Configuragdo 1 de poros elipticos em (b) Configuragdo 2 de poros elipticos em
malha fina (ou C). malha fina (ou C).

(¢) Configuragdo 3 de poros elipticos em (d) Configuragdo 2 de poros circulares em
malha fina (ou C). malha fina (ou C).

Figura 5.12: Algumas malhas de EVR com distribuicao aleatérias de poros com
porosidade de 10%.

constitutivas dos EVRs aleatérios com a distribuicao estruturada de 9 poros
também com 10% de porosidade (a mesma do primeiro exemplo). Vemos que a
curva referente aos poros estruturados majora todas as outras trés, sendo que para
pequenos estiramentos todos os comportamentos sao semelhantes, mas comecam
a se distanciar a medida que o ponto do pico da tensdo se aproxima (ponto de
instabilidade). De maneira geral, o ponto critico, em que ocorre a localizagao,
também é deslocado para esquerda nos EVRs aleatorios, sendo que a magnitude

da tensdo maxima também é menor.
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200 Comparacdo EVRs aleatérios com poros elipticos e EVR estruturado

T I
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U e o pr | e— EVR Aleatério 1
: : : : | e—e EVR Aleatério 2
e—e EVR Aleatério 3
: : : . | e—e EVR Estruturado
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1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35

Figura 5.13: Comparacao de trés diferentes configuracoes de EVRs aleatérios e
poros elipticos com um EVR estruturado (todos com 9 poros, 10% de porosidade).

Um segundo teste foi feito para estudar a sensibilidade da resposta
constitutiva em relagao ao formato dos poros. Foi escolhida a segunda distribuicao
aleatdria de poros elipticos (ver Fig. 5.12(b)) substituindo elipses por circulos como
visto na Fig. 5.12(d). As curvas de respostas constitutivas estao dadas na Fig.
5.14, onde pode ser observado que a curva referente ao EVR aleatério com circulos
tem comportamento intermedidrio entre as curvas do EVR aleatério com elipses
(abaixo) e a do EVR estruturado com circulos (acima). Desta maneira, é observado
que uma parcela da localizagao é devido por uma a maior proximidade de alguns
poros (se comparado com o EVR estruturado), e por outro lado a concentragao de
tensao proporcionado pela maior excentricidade da elipse.

Nas Figuras 5.15, 5.17(a), 5.16 e 5.17(b) sao vistos os resultados de simulagao
EVRs de distribuicao aleatérias, sendo que a tltima figura se trata dos poros
circulares. Vemos uma clara tendéncia das bandas de localizagao iniciarem-se nas
extremidades sobre o eixo principal da elipse, alastrando a banda para elipses

vizinhas. E visto no EVR de distribuicao aleatoria tipo 3 que os poros se achatam
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C%Iglparagéo EVR Aleatorio 2 (poros elipicos e circulares) e EVR estruturado
T T T T T T

150

P11 (kPa)
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S0 Freseeseeeseens AR P R AR e
5 ~ [e—s EVR Aleatoério 2 (Circular)

e—e EVR Aleatorio 2 (Elipico)

e—e EVR Estruturado

1.25 1.30 1.35

O I L L
1.00 1.05 1.10 1.15 1.20

Figura 5.14: Comparacao da segunda configuragao aleatéria de EVR com poros
elipticos e circulares e 0 EVR estruturado, todos com 9 poros e 10% de porosidade.

até quase se tocarem, isto tem reflexo na resposta constitutiva como uma regiao

com tensao quase constante depois de uma zona de queda da mesma (ver novamente

Fig. 5.13).

Figura 5.15: Configuracdo 1 de poros elipticos em malha fina (ou C).

Vale ressaltar ainda, que as andlises realizadas ainda sao muito simples e

nao pretenderam ser rigorosas do ponto de vista estatistico, sendo que nosso

objetivo foi meramente qualitativo para se ter uma ideia da disparidade da resposta
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Figura 5.16: Configuracao 3 de poros elipticos em malha fina (ou C).

(a) Configuracao 2 de poros elipticos em malha fina (ou C).

(b) Configuracdo 2 de poros circulares em malha fina (ou C).

Figura 5.17: Algumas malhas de EVR com distribuigao aleatdria de poros com
porosidade de 10%.

constitutiva de células com diferentes distribuicoes de poros. Para uma analise
mais detalhada deste problema, mas em um contexto da plasticidade de materiais

porosos, ver Bilger et al. (2005).
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5.6 Consideracgoes finais

Seguindo um procedimento sistematico de modelagem em um contexto
variacional, apresentamos uma formulagao para o problema de modelagem
multiescala de um ponto de vista da mecanica dos sélidos em deformacoes finitas.
Como axiomas basicos que foram postulados temos a homogeneizacao do vetor
deslocamento e do tensor gradiente de deformacao como o volume médio das
quantidades microscopicas dentro do EVR, bem como uma versao estendida do
principio de Hill-Mandel para levar em consideracao forcas de corpo.

Com os axiomas de homogeneizacao, definimos o espaco de flutuagoes
admissiveis (com minima restricdo cinemédtica), aonde foi postulada uma
decomposicao para o campo de deslocamento definido por uma tripla:
deslocamento e gradiente de deformagao macroscopico, bem como flutuagoes de
deslocamento microscopico.

A versao estendida do principio de Hill-Mandel, foi utilizada como um
principio fisico de acoplamento entre escalas que nos permitiu restringir o Principio
de Poténcia Virtual genérico anteriormente formulado para um que seja fisicamente
consistente com o cenario de multiescala. Como resultado deste pressuposto
derivamos féormulas de homogeneizacao para as forcas do corpo e para o tensor
de tensao de Piola-Kirchhoff.

Sob o ponto de vista da implementacao computacional, foram discutidos os
espagos de deslocamento periddico e linear, que sao subespagos préprios do espaco
de flutuagoes minimamente restrito. Como estes subespagos sao mais restritos,
obtivemos condig¢oes mais gerais sobre as cargas externas que resultam consistentes
com o modelo cinematico.

Finalmente, nos exemplos numéricos foi feito um estudo do ensaio de tragao
axial (impondo o estiramento na dire¢ao axial) em um EVR da matriz porosa da
elastina, sob diferentes arranjos de poros, porosidades e refinamento de malhas.
Foi analisada a influéncia destes tais fatores na formacao de bandas de localizacao

induzidas pelo dano. Vimos que poros elipticos distribuidos aleatoriamente tendem
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a ter um ponto de localizacao de bandas mais precoce. Isto é devido a localizacao
de tensao na ponta de elipse bem como a maior proximidade que induzem bandas

de localizacao nestas regioes de ligacao.
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Capitulo 6

Identificacao do campo de dano pela

geometria deformada

Neste capitulo usaremos os conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores
para uma aplicacao de interesse pratico que é a inferéncia de propriedades
mecanicas tendo como dados o conhecimento da geometria original (material)
e deformada (espacial) bem como os carregamentos envolvidos. Em especial
estamos interessados no campo de dano que pode ser visto como diminuicao das
propriedades mecanicas a partir de uma energia de deformagao também assumida
conhecida.

A importancia do conhecimento do campo de dano no contexto da
biomecanica do sistema cardiovascular pode ser notada se visualizarmos o
conhecimento deste dltimo como um indicador de risco de ruptura de um tecido
(aneurisma por exemplo). Vale salientar que estamos cientes que o dano puro
e simples nao é o tunico fator responsavel pela diferenca da geometria de uma
artéria sa para outra doente, visto que ai devem estar envolvidos fenomenos
da mecanobiologia por exemplo o crescimento e o remodelamento do tecido em
questao.

Contudo, a estimativa do campo de dano, e indices derivados desta
informacgao, podem representar um avango se comparado aos indices puramente
baseados em geometria usados até o momento na pratica médica para auxiliar

a tomada de decisoes. Tais indices que sao geralmente obtidos por técnicas
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de imagem (angiografia, MRI, etc) desconsideram inteiramente aspectos ligados
a mecanica do sélidos do problema, e devem ser sempre calibrados através de
dados estatisticos dos pacientes afetados. Espera-se entao, que com a ajuda da
modelagem computacional e simulagao numérica, estes novos parametros baseados
em fisica possam estar melhor correlacionados com as estatisticas, resultando em
mais uma informacao confidvel que possa ser ttil a medicina, por exemplo como

critério de decisao da realizagao de procedimentos cirurgicos.

6.1 Descrigao do problema de identificagao

Primeiramente vamos descrever o problema de maneira simplificada e logo na
segao seguinte (Secao 6.2) formalizaremos melhor estas ideias. Algumas notagoes
serao adiantadas ainda nessa se¢ao mas serao melhor compreendidas no decorrer
do capitulo.

Considere um problema onde conhecemos um campo de deslocamentos e
também o carregamento em que o corpo estd submetido, contudo nao sabemos
a constituicao do material. Em especial podemos até saber a lei constitutiva e
coeficientes do material virgem, mas estes tltimos sao modificados em condigoes de
dano. Supondo esta ultima forma particular de problema, queremos identificar uma
unica variavel de dano, que chamaremos de d da mesma forma que foi denotada
no Capitulo 2.

Desta forma, conhecemos o dominio nao deformado (material) denotado por
Q,, que por simplicidade é submetido a um carregamento de pressao p constante.
Conhecemos ainda o dominio deformado danificado denotado por Q¢, de maneira
que temos um campo de deslocamento ugq (em descricio material) conhecido
associado a esta transformagao de dominio. O campo de dano correspondente ao
dominio deformado danificado é a incégnita deste problema, e o chamaremos de d*
(em descri¢ao material). O objetivo do algoritmo de identificacao que serd proposto
¢é gerar uma sequéncia de campos de dano (d(k)) que iterativamente convirja para

d* desconhecido. Desta maneira para cada dano d® temos o dominio deformado
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O k)

o7, e consequentemente deslocamentos u® | correspondente ao equilibrio do

corpo submetido ao carregamento de pressao com o estado de dano em questao.

Esquematicamente este processo pode ser visto na Fig. 6.1.

(ug — u®)

S

f
5

Figura 6.1: Esquema das configuragoes a ser identificada e do passo atual de
identificacao.

Vale salientar que em um problema realista a tinica informacao da geometria
que dispomos é a da superficie interna da configuracao atual danificada, isto é,
o contorno do endotélio da configuracao com aneurisma no caso de interesse em
hemodinamica. Através de dados da literatura médica sobre a espessura da parede
arterial, na regiao do aneurisma e fora dele, é possivel estimar a configuracao
atual danificada ji denominada de Q9. Através da estimacdo da linhas de centro
é possivel recuperar o chamado parent vessel, que seria a configuracao espacial
provavel da artéria sem o aneurisma, aqui denominada de QF. Finalmente é
possivel, através de um problema inverso, estimar qual seria a configuracao de
referéncia €2, que é levada a 2 supondo um carregamento dado. A titulo de
ilustracao mostramos esquematicamente este processo na Fig. 6.2, lembrando
contudo que esta etapa nao faz parte do escopo da dissertacao, consultar Ares

((em andamento) para mais informagoes.
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Figura 6.2: Esquema da identificacao da configuracao de referéncia a partir do
parent vessel e da configuracao danificada.

6.2 Formulacao variacional do problema de identificagao

Como forma de definir mais precisamente o conjunto de dano designaremos
como Z o espaco vetorial de todas as funcoes definidas no dominio material e
com imagem nos reais suficientemente regulares para que posteriores operacoes

matematicas facam sentido, isto é:
2 ={d : Q,, — R; suficientemente regulares} (6.1)

O dano entretanto por definicao tem valores limitados de tal forma que

definido o conjunto de campos de dano admissiveis ! como:
King = {d € 2; d(X) € [0,1] VX € Q,,} (6.2)

Definimos também o espaco de variagoes admissiveis da variavel de dano da

forma:
Varg(d) = {d € 2; d =d —d, onde d,d € King} (6.3)
ou ainda

Varg(d) = {d € 2;d(X) € [-d,1 —d] VX € Q,,,} (6.4)

! Usamos aqui a mesma notacio dos espacos cinematicamente admissiveis (Kin(.y), muito
embora esta nao seja uma variavel cinematica
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Perceba que o conjunto Vary(d) é definido de forma dependente de um campo d €
King, sendo assim nao-linear, o que justifica a notacao com parénteses utilizada.
Desta maneira revisitamos o problema de equilibrio mecanico, por
simplicidade sem forcas de corpo e somente com trac¢oes do tipo normais (pressao).
Para todos os problema deste capitulo considere a particao da fronteira 02, =
I'2UT? aonde sdo conhecidos u|pp = 1 e to d a 8
el U B rp = um carregamento de pressao p, : I'))

R". Considere ainda a variedade linear e o espaco abaixo:

King = {u € [ (Q,)]"% ulrp = u} (6.5)

Vary = {it € [ (Q,)]"% |rp = 0} (6.6)

Segue o problema mecanico, no qual é referido como problema direto no

contexto deste capitulo.

Problema 8 (Problema de equilibrio direto). Dados d € King > e uma
energia de deformacao W conhecida do material danificado, encontrar u € King

tal que:

/ P(u,d) - VadQ,, = —/ JpnF T(W)N -adl'Y  va € Vary (6.7)
Qm

I
Onde P € o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff derivado de W.

Perceba que usamos a P(u,d) para designar :

OV (C(u),d)

P(u,d) = —————= = 2F(u) 5C

(6.8)

aonde as equagoes (1.51), (2.20) e (2.21) justificam a igualdade acima.

Vale lembrar que a variavel d modifica a energia de deformacgao da forma

U(C,d) = (1 — d)¥y(C) (6.9)

2 E necessario um d que nao torne este problema mal-posto, ver texto abaixo do problema 8
para um esclarecimento melhor do tema.
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onde U é a energia de deformacdo do material com dano e ¥ a energia de
deformacao do material virgem. E importante também ressaltar que quando se
trabalha com materiais compressiveis com energia de deformagao desacoplada em
parcela isocorica e volumétrica, é assumido que o dano sé modifica a parte isocorica,

isto é:
U(C,d) = (1 —d)Us(C) + i) (6.10)
Sendo que no material virgem a forma desacoplada era simplesmente:
Ty(C) = T5°(C) + T3 (J) (6.11)
E conveniente ainda definir um operador R : % x 2 — %" de tal forma que:

(R(u,d), @)z xz = / P VidQ, + / JpnF TN - adr¥y (6.12)

. ry

onde foi deixada implicita a dependéncia de P e F com u e d. Desta maneira

definindo um funcional G € (% x % x ¥) — R da seguinte forma:

G(u,,d) = (R(u,d), W)y xu (6.13)
temos que a equagao variacional (6.7) pode ser reescrita como:

G(u,a,d)=0 Va € Vary (6.14)

Uma observacao importante é sobre a colocagao do problema, isto é se o
problema direto da forma que foi escrito é bem-posto ou nao. A resposta depende
do campo de dano d, pois existem casos onde o dano acumulado possa ser de
tamanha magnitude que nao ¢ mais possivel obter uma solugao para o problema
nao-linear em questao, caso da ruptura por exemplo. Desta forma, o problema

nem sempre é bem-posto, muito embora no escopo deste trabalho admitimos que
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campo d seja tal que o Problema 8 é sempre bem-posto.

Vale ressaltar que a razao do problema direto, tal como foi apresentado, ser
mal-posto esta no fato que este problema, se formulado de maneira mais cuidadosa,
seria um problema de evolugao onde é conhecida uma histéria de carregamento e
quer se obter a histéria do campo de dano e deslocamentos. Neste caso teriamos
um problema de fato sempre bem posto.

O problema de equilibrio do tipo direto é o que temos resolvido até entao,
sendo que a variante que considera a evolucao do dano é um encadeamento de
problemas diretos de equilibrio associado as leis de incremento da variavel de dano
como discutido na Secao 2.4.

Estamos interessados agora em achar o campo de dano dado um campo de
deslocamentos conhecido, a este problema damos o nome de problema de equilibrio

do tipo inverso, formulado como segue:

Problema 9 (Problema de equilibrio inverso). Dados uq € Kingy e uma
energia de deformagao V conhecida do material danificado, encontrar d* € King

tal que:

/ P(ud,d*)-Vﬁde:—/ JpmF T (wg)N-adl'Y Vi€ Vary,  (6.15)
Q'm

ry
Onde P € o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff derivado de W.

Nos casos tratados neste capitulo temos garantia que o problema inverso
estd bem-posto pois a configuracao objetivo ugq é construida artificialmente como
a solucao de um problema direto a partir de um campo de dano conhecido d.

Em um primeiro momento nao sabemos como resolver diretamente este
problema inverso. Para isso propomos a substitui¢ao deste tltimo por um problema
supostamente equivalente de minimizagao sujeito a restri¢oes dadas pelo problema
direto. Desta forma, devemos escolher um funcional custo que quando minimizado

nos retorne a solugao do problema inverso. Propomos a utilizagao do seguinte
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funcional J : % — R:

Lo, g —ufdQy,

J(u) = o, Wo(ug —u) dy,

w w
b o, ual?dS, > Jo, o(ua) A,

(6.16)

que de forma compacta fazendo uso das seguintes notacoes H(~)H§gz(ﬂm)

wy wy
/ ()1 |- 3, = / To(()d ° L w1 = T —— e wp = —
m Qm Hud”zz‘(gm) [ualw,
€Xpresso como:
() = wrljus — ulega, ) +wolua — uf}, (617

A escolha deste funcional é motivada por dois aspectos. Primeiro, o objetivo
final que é de recuperar a geometria de referéncia através da manipulagao da
variavel de dano, portanto a norma da diferenca dos deslocamentos deve ser
minimizada. Em segundo lugar, como visto no Capitulo 2, o dano é acima de
tudo dependente do histérico da energia de deformacao do material virgem, sendo
assim é natural inserir uma parcela relacionada.

E ficil ver que J(u) > 0, e além disso dado que Wo(I) = 0 (nulo somente

neste caso) e C(u —ug) = (I+ V(u—uy)) ' (I+ V(u—1uy)), assim:

j(ud) = wl/ ‘ud - udIQde + CUQ/ \Ijo(ud — ud) de =

m

wg/ Wo((1+ V0)"(I + V0)) dQ,, — WQ/ To(T) Ay, = 0

Por outro lado se u # uq , [ug —u| # 0 e ¥o(C(uq — u)) # Yo(I) = 0, portanto

J(u) # 0. Logo J(u) é nulo se e somente se u = uq, sendo este o inico ponto de

® A notagao Wo((-)) designa sem distingao Wo(F((-))) ou Wo(C((+))), de forma que a barra
simples (|()|w,) foi utilizada para ressaltar que tal integral em questdo néo é norma pois em
geral |(*)|w, # | — (*)|w,, muito embora o resultado desta seja sempre positivo e nulo se e somente
se (-) = 0. Desta maneira é diferente escolher |ug — uly, ou |u — uglw,, sendo que a primeira
escolha se mostrou mais estavel no sentido da identificacao do dano, haja vista que em geral as
deformacoes associadas a ug sdo maiores que u, portanto a energia de deformacéao correspondente
é de tracao ao invés de compressao.
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minimo (absoluto) do funcional, portanto:

ug = arg min J(u) (6.18)

ueKing,

Formalizemos o problema de minimizagao na variavel de dano.

Problema 10 (Problema de minimizagao). Achar d* € King tal que:

d* = arg min J(d) (6.19)

onde J : 9 — R € definido da forma J(d) = J(u(d)) onde u(d) € solu¢do do

problema direto (Problema 8) com d o dano conhecido.

Temos agora que avaliar a sensibilidade do funcional J com respeito a
perturbacoes na variavel de dano, como forma de achar dire¢oes de descida para
resolver o problema de minimizacao. Observe que J depende implicitamente do
dano d através da restri¢ao (condigao subsididria) de u = u(d) solugao do problema
direto para o dano d. Como forma de relaxar esta condicao subsidiaria utilizaremos

um funcional Lagrangiano aumentado definido da seguinte forma:
L(u, A, d) =G(u, A d)+ J(u) (6.20)
Convém observar que:
L(u(d), A, d) = G(u(d), A,d) + J(u(d)) = J(u(d)) = J(d) (6.21)

Note que de acordo com (6.14) G se anula quando avaliado em u = u(d), solugao

do problema direto de equilibrio com dano d. Temos ainda que:

oL oL oL ;
_Joc oL oL 22
dﬁ(uv )‘7 d) <au’n>ag//><% + <6A7A>@//X% * <ad’d>@’><@ (6 )

onde as variacoes ) € Vary, A € Vary e d € Vary(d) 4

4 Usamos a variacio 1 ao invés de @ para nio haver confusdo com as funcdes testes do
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Calculando e anulando-se o termo da derivada na direcio A temos:

oL . <

<8_A7 A> - g(u7 A? d) -

/ P(u,d) - VAdQ,, + / JpnF T()N-AdTY =0 VA eVar, (6.23)
Qi TN

Ao deslocamento solucao do problema acima como ja comentado chamaremos de

u(d) de forma que:

<§_§= 5\> =0 VA€ Vary (6.24)
Observe que o calculo da derivada de Gateaux foi trivial visto que a equacao é
linear em A. De fato o problema recuperado é o mesmo de equilibrio do problema
direto, e ja sabemos como resolvé-lo por exemplo com métodos desenvolvidos no
Capitulo 1.

Prosseguindo a andlise, calculamos e anulamos o termo da derivada na
direcao n, tendo dessa forma uma equacao variacial a ser resolvida conhecida como

problema adjunto, dado abaixo:

oL

<%,n> :/m D(u,d)Vn - VAAQ, + (8'R(u,n), A) — (6.25)

/ (2w1 (ud — 11) -+ (UQP()(ud — u) . V'r]) de =0 \V/'n S Vara//

(6.26)

onde o tensor de quarta ordem D(u,d) é definido em (1.84) de forma intrinseca
e em (1.85) indicialmente, observando que o segundo tensor de Piola-Kirchhoff
utilizado é relativo a energia danificada. A expressao para o operador §'R(u, n) é
dada em (1.75) para o caso da pressao. Perceba que estas duas expressoes foram
desenvolvidas no Capitulo 1 no contexto da linearizagao das equacgoes de equilibrio,
isto é, na resolucao do problema adjunto sao reaproveitadas muitas das expressoes

do problema de equilibrio. é Os demais termos vém da derivada J(u) na diregao

problema direto
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de m que sao calculados da seguinte forma:

d
5j(u7 77) - Ej(u + TT])

7=0

i (wl/ (g —u—7n,ug —u—171N) de+w2/ Vo (F(uqg —u—Tn))de)
dT Qm, Q.

7=0

U _
2 [ (e, +en [ (S - u ) ag, -
Q Q @F dT -0
m m%’_/ T
Po(ug—u)
- / (2w (ug —u) - M + wePo(ug —u) - V) dQ,
Apés a resolucao do problema adjunto utilizando u = wu(d) solu¢ao do

problema de equilibrio (6.24), obtemos a solu¢ao A,.qj, de forma que:

%
8u’n

Perceba que a equacao adjunta define uma varidvel A,q; € Vary que esta

=0 Vn e Vary (6.27)

u=u(d)

associada ao “erro” dado pelo funcional custo. De fato, quando u = ug entao
Aadj = 0 o que implica que J (6.16) é nulo, o que por sua vez implica que temos
alcangado um minimo.

Note que o problema adjunto ¢ linear, constituindo portanto um célculo,
comparativamente com a solucao do problema de equilibrio que é nao-linear, pouco
custoso computacionalmente. Usando as equagoes (6.21), (6.22) , (6.24) e (6.27)

temos finalmente que:

=67(d,d) (6.28)
u=u(d),A=Xaqj

oL -
5£(u, }\7 d) |u:u(d),>\:>\adj - <%’ d>

Temos entao analiticamente a sensibilidade do funcional J com respeito a

perturbacoes &, que é dado explicitamente por:

. Jer .
§7(d,d) = ( ==.d
J(d,d) < od’ > u=u(d), A=Aaqj

_ / APE(u(d)) - Vg A (6.29)
Qm
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A férmula acima é valida se (6.10) é usada. Se ao invés disso, caso (6.9) for valida
no lugar de P5° deve-se modificar para Py, isto é, somente a parcela do tensor de
Piola-Kirchhoff derivado da parte isocorica da energia de deformacao.

Note que particularmente para a solugao numérica por elementos finitos, é
possivel tomar uma variagao d tal que seja nao nula somente em um elemento,
temos entao através de um simples calculo de pds-processamento uma estimativa
da variacio de Gateaux do funcional J elemento a elemento. Isto tem extrema

importancia pratica que ficard claro quando apresentarmos o algoritmo de

minimizagao na se¢ao seguinte.
6.3 Algoritmo de minimizacao

Na secao anterior obtemos uma expressao de como se avaliar a sensibilidade
de J , funcional este que objetivamos minimizar. Como comentado anteriormente,
hé4 uma certa liberdade na escolha d que fica claro ao observar a definicao
alternativa do conjunto Vary dado em (6.4). Esta flexibilidade pode ser usada para
controlar a “velocidade” com que a identificacao do campo de dano progride, visto
que é essencial na convergéencia do método de Newton-Raphson em um problema
de elasticidade nao-linear que nao ocorram variagoes bruscas de propriedades
mecanicas (ou de carregamentos).

Em problemas onde hé regides extremamente danificadas (dano préximo ao
unitario) o controle da “velocidade” da identificagao é ainda mais importante pois
o material pode estar em uma situacao préxima a falha, o que exige um modelo
mais sofisticado do ponto de vista da mecanica dos sélidos, sendo o modelo aqui
descrito inadequado para representar tais fenomenos.

Visto que temos realizado somente o calculo da sensibilidade de primeira
ordem do funcional J (primeira variacio de Géteaux) nao é possivel utilizar
métodos do tipo Newton, no qual necessitariamos alguma estimativa da Hessiana
(derivadas segundas). Dado que a avaliacio do funcional J é custosa (envolve o

problema nao-linear de equilibrio) nao realizaremos estratégias de busca linear.
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Analisemos a seguinte expansao de primeira ordem:
J(d+7d) = J(d) + 707 (d,d) + O(rd) (6.30)

Se temos termos 7d suficientemente pequenos de forma que (9(761) seja pouco
importante, a escolha de um d tal que 6T (d, a) < 0 garante que dé direcao de

descida de 7, isto é, é satisfeita a relacao:
J(d+7d) < J(d) (6.31)

Considerando uma malha de elementos finitos 7" formada com elementos K e

definindo a notacao,
The= [ Pi(uld))- a0k (6.32)
ok

reescrevemos (6.29) considerando d € Vary, constante por elementos onde d|x

denota a restricao de d em um elemento K € T".

0J(d,d) = = > d|xT|k (6.33)

KeTh
Uma condicao suficiente para se ter uma direcao de descida (além de variagoes
pequenas) é tomar a| k do mesmo sinal que Z|x. Como forma de garantir que de
Varg, da defini¢ao alternativa de Vary dada em (6.4) temos que &\K € [-d|g,1 -
d|x|VK € T" sendo assim propomos tomar uma ponderacao dos extremos deste

intervalo da seguinte forma:

;

k(1 —d) seZ|x >0
dlx = —yrd se Z|g <0 (6.34)

0 se Z|g =0

\

onde v € [0,1] é um fator de amortecimento da velocidade da progressao (ou
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diminui¢do) do dano. Pode-se fixar o valor de v igual para todos os elementos
ou em um caso geral toméa-lo como uma funcao de alguma medida de interesse
como por exemplo v = Vi (|Z|k|). Note que campo de variagao do dano é entao

composto da seguinte forma:

d= > dlx (6.35)
KeTh

onde a notacio (-)|x ¢ assumida ter extensdo nula, isto é Supp(d|x) = K. O

incremento na variavel de dano em uma iteracao n é dado por:
Ad®)| e = 74 | (6.36)

Vale observar que o valor de 7™ ¢ escolhido de forma a ser pequeno perto
da convergéncia, podendo ser por exemplo funcao do funcional custo.
Este incremento seréa usado para atualizar a variavel de dano no proximo

passo de célculo, de acordo com o Problema 11 a ser mostrado adiante.

6.3.1 Processo iterativo de minimizagao

Segue abaixo em forma de algoritmo o problema de minimizacao que se deve

resolver.

Problema 11 (Processo iterativo de minimizagao). Dados uq € Kingy e
d© e King wma condi¢io inicial, construimos uma sequéncia (d(")) de tal forma
que J(d™) = F(d*) = 0, onde d* € solu¢do do Problema 10, resolvendo a cada

passo n =0,1,... a sequinte sequéncia de problemas:

(1) Achar u(d™) € King tal que

oL . <
<5,A>:0 VA € Vary
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(2) Achar A" € Vary, tal que

ad]j
oL
u’ n

(3) Avaliar Iég) sequndo:

=0 Vn e Vary

u=u(d(™)

70— [ Pi(ul) VAL a0k
S
(4) Avaliar AA™|x sequndo (6.36) e incrementar o dano:

A =A™ + Ad® | VK € Th (6.37)

j(d(n+1)) o j(d(n))
j(d(n+1))

< tol, onde tol é uma tolerancia

Repetir o processo até que

especificada.

Apesar do dano poder ter valores unitdarios em principio, para garantir que
o problema ¢é bem posto assim como para ter um bom comportamento numérico,
é necessario limita-lo a um certo valor maxD < 1. Acima disto, devido a danos
extremamente elevado teriamos deformagoes excessivas na malha de elementos
finitos.

E interessante ainda limitar o incremento maximo do dano elementar

|IAd™| | < maxDeltaD, onde maxDeltaD é em geral menor do 50% de maxD.

6.4 Exemplo Numérico

Considere uma placa circular de raio R, = 10mm de altura H = 0,75 mm
danificada de acordo com o graffico mostrado na Fig. 6.3(a). O modelo do material
utilizado foi do tipo Mooney-Rivlin com constantes ¢; = 100kPa,cy = 50kPa
e com coeficiente da energia volumétrica k = 1000kPa em todo o dominio. O
carregamento foi do tipo de pressao em uma das faces circulares, com magnitude

de p = 5kPa. A placa é engastada na superficie cilindrica externa (r = R,).
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Devido a simetria do problema, é considerado apenas um quarto da placa,
sendo impostas condi¢oes de deslocamento normal nulo em cada um dos lados
resultantes do corte. Foi assumido um comprimento caracteristico de malha
variando de h = 0,125 (6 elementos na espessura) no centro da placa até h = 0,625
na borda circular. A malha é composta por tetraedros lineares e o espaco de
aproximacao utilizado foi P; (formulagao de um campo). As geometrias das malhas
podem ser vistas nas Figuras 6.3(b), 6.3(c) e 6.3(d).

Os parametros de controle numérico para a evolucao do dano utilizados foram

maxD = 0,965, maxDeltaD = 0,1. Escolheremos 7™ da seguinte forma:
7 = T (u"D) (6.38)

De forma que os incrementos de dano sejam cada vez menores. Faremos dois testes

com 08 parametros a seguir:
e Caso 1: wiy =1,w; =0, =10,y =0,7
e Caso 2: wj = 05,5 = 05,6 = 14,9 =07

Onde ¢ foi escolhido em cada caso de forma a obter 7" ~ 1. Os resultados do
algoritmo considerando w; = 0,wy; = 1 nao sao mostrados aqui, pois sao bem
aquém dos outros resultados.

Na Fig. 6.4(a) é comparado o processo iterativo de minimizacao dos casos
considerados segundo o valor do funcional normalizado pelo valor inicial do mesmo.
Por outro lado, na Fig. 6.4(b) é comparado um indice de medida da diferenga dos

campos de dano (também normalizado pelo valor inicial do mesmo) dado abaixo:

Iy = /Q (d —d*)?dQ,, (6.39)

Vemos uma leve melhora na identificacao do campo de dano ao se adicionar
o termo de energia no funcional. Em relacao somente ao valor do funcional,

adi¢ao do termo da energia torna mais lenta a identificacao nas primeiras iteragoes,
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(a) Dano de referéncia em funcao do (b) Vista de cima da malha de um quarto da
raio. placa nao deformada.
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(¢c) Comparacao da geometria deformada (d) Detalhe da malha danificada no centro
danificada e ndo danificada. da placa.

Figura 6.3: Imagens da placa danificada.
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(b) Minimizagao da distancia entre os campos de dano.

Figura 6.4: Comparacao da processo de minimizacao.
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muito embora o algoritmo consiga se recuperar depois, tornando-o praticamente
equivalente ao caso do funcional considerando a diferenca do deslocamento
somente.

Na Fig. 6.5 vemos a compararacao do erro quadratico do dano em cada
elemento. Concordando com a analise dos graficos anteriores vemos novamente
que o caso 2 se demonstrou mais eficiente na identificacdo do campo de dano.
Vemos ainda que na face inferior (aonde é aplicada a pressao) a identificacao
do dano é menos precisa. Embora as diferencas entre os campos de dano sejam
considerada pequenas, isto é principalmente devido ao fato que processo iterativo
fez identificacao espurias em elementos isolados da malha. Foi ainda observado
que a inclusao da parcela da energia de deformacao no funcional amenizou o
problema com os pontos espurios de identificacao além de acelerar o procedimento
de identificacao em trechos iniciais do mesmo.

Finalmente na Fig. 6.6 vemos as comparacoes das geometrias deformadas,
aonde a geometria plotada em wireframe é a geometria deformada de referéncia.
Vemos que no caso 2 a geometria deformada é mais proxima da geometria de
referéncia danificada que a do caso 1 (em relacao ao deslocamento no centro da
placa), muito embora na comparagao vista na Fig. 6.4(a) o valor do funcional
custo na ultima iteracao seja menor no caso 1 que no caso 2. Vale observar que
no caso 2 leva-se em conta a parcela da diferenca da energia de deformacao o que
neste caso levou a um maior funcional custo (relativo ao funcional custo inicial)

mesmo com uma geometria visualmente mais proxima.
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(c) Caso 2 vista de baixo. (d) Caso 2 vista de cima.

Figura 6.5: Erro no campo de dano na ultima iteracao.
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(b) Caso 2.

Figura 6.6: Comparagao das geometrias deformadas com o dano identificado na
ultima iteracao com a geometria danificada de referéncia (em wireframe).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho primeiramente foram desenvolvidas as equacoes basicas da
mecanica dos solidos nao-linear, desde as defini¢oes basicas da cinematica de
grandes deformacoes até a formulacao variacional do equilibrio mecanico através do
principio de poténcias virtuais. Uma atencao especial foi dada para a modelagem
da incompressibilidade, levando a uma formulacao mista além daquela de um
campo que também é considerada. Foi mostrada ainda linearizagao dos principios
variacionais visando a posterior resolugao numeérica.

Foram apresentados os aspectos basicos da teoria constitutiva classica
(fenomenoldgica) com énfase nos conceitos tuteis para as aplicagoes em biomecanica,
tal como as leis hiperelasticas. Destaque especial foi dado para a modelagem
da degradacao dos materiais através da varidvel continua de dano, que foi
ingrediente bésico para dois capitulos finais de aplicacdo. Ainda neste contexto,
foram derivadas formas analiticas para os tensores de Piola-Kirchhoff e tangente
constitutiva para leis isotrépicas na forma de invariantes sendo ainda considerada
a extensao para leis do tipo transversalmente isotrépicas, sendo esta uma forma
alternativa exata ao calculo aproximado por diferencas finitas.

Foram realizados dois estudos computacionais para validar a implementacao
dos conceitos tedricos de base. No primeiro estudo foram testados diferentes
combinagoes de espacos e formulagoes para um caso simples de um cilindro
incompressivel com simetria de revolucao com diferentes pré-stretches aonde
conhecemos uma solucao semianalitica, sendo este um modelo simplificado para
uma artéria carétida humana. Foi concluido que a formulacao mista com

combinagao de espagos Py/P; foi a que se comportou melhor pois aproximou
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bem a solugao semianalitica, no sentido do deslocamento da parede interna do
cilindro, além de resultar em um campo de pressao livre de oscilacoes espurias. A
combinacao Py, /IP; em contrapartida apresentou oscilacoes esptrias na pressao. As
combinagoes de um campo (compressiveis) mesmo para um coeficiente de energia
volumétrica elevados, até antes de um ponto onde o condicionamento é inteiramente
comprometido, apresentaram pequenos desvios em relacao a solucao de referéncia.
Em um segundo estudo foram avaliadas e validadas as implementacoes dos
modelos de dano tomando como referéncia a solucao semianalitica adaptada
para a incorporagao do dano. Vale ressaltar que este ultimo estudo se mostrou
de fundamental importancia para o entendimento do comportamento fisico dos
mecanismos de dano, visto que estes foram massivamente considerados nas
aplicagoes de multiescala e identificacao.

Apos a discussao dos aspectos classicos das equacOes constitutivas
fenomenoldgicas, seguindo um procedimento sistematico de modelagem em um
contexto variacional, foi apresentada uma formulacao do problema de modelagem
constitutiva multiescala baseada em EVR no contexto da mecanica dos sélidos em
grandes deformacoes. Foram utilizados como axiomas béasicos a homogeneizagao
do vetor deslocamento e do tensor gradiente de deformacdo como o média
volumétrica das quantidades microscopicas dentro do EVR, bem como uma versao
estendida do principio de Hill-Mandel para levar em consideracao forcas de corpo.
Com isso chegamos a um Principio de Poténcia Virtual na microescala além de
homogeneizagao para o tensor de tensao de Piola-Kirchhoff e vetor de forgas
externas todos variacionalmente e fisicamente consistentes.

Neste cenario, foram apresentados exemplos numéricos do ensaio de tracao
axial (impondo o estiramento na dire¢ao axial) de um EVR da matriz porosa
da elastina da intima de uma artéria cerebral. Foram considerados diferentes
arranjos de poros, porosidades e refinamento de malhas e seus efeitos sobre resposta
constitutiva e a formacao das bandas de localizacao induzidas pelo dano. Foi

concluido que poros elipticos arranjados aleatoriamente tendem a ter um ponto de
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localizacao de bandas mais precoce, tendo inicio através dos poros mais proximos e
com angulagoes alinhadas. Foi observado que o inicio da localizagao coincide com
o ponto de maximo em tensao da resposta constitutiva, sendo a regiao apds este
ponto de dificil ou impossivel resolu¢ao pela modelagem continua (no sentido de
nao permitir saltos) realizada até entao.

Ao final, foi proposto um procedimento de identificagao do campo de dano
em um corpo dado o carregamento e as geometrias nao-deformadas e deformadas
conhecidas. Para isto foi formulado um problema de minimizagao de um funcional
custo que leva em consideracao diferengas no campo de deslocamentos e na energia
de deformagao, sendo utilizado um funcional Lagrangiano para a relaxacao da
condigao subsididria. Foi obtida entdo de maneira analitica (a nivel de continuo)
a sensibilidade do funcional em questao em relacao ao dano. Dessa forma foi
proposto um algoritmo que usa a sensibilidade como critério para a marcha do
processo iterativo de identificacao.

Por fim, para mostrar a viabilidade do algoritmo, foi exposto um
procedimento aplicado a um placa circular danificada no centro. Os resultados
se mostraram bons no sentido do método sempre tomar uma dire¢ao de descida
no funcional (a0 menos até as iteragoes consideradas), muito embora a taxa de
decaimento deste diminua a partir de um certo patamar do seu valor. O mesmo
comportamento monétono nao acontece nos primeiros passos com a diferenga dos

campos de dano, mas a direcao de descida neste aspecto é logo reestabelecida.

Perspectivas Futuras

Destacamos aqui alguns pontos que devem ser melhor explorados em estudos

futuros de doutorado:

e Sobre o aspecto das formulagoes de elementos finitos, um ponto nao
abordado no texto foram técnicas de estabilizagao do problema misto para
a melhor viabilidade computacional da implementacao utilizando espagos

incompativeis no sentido da condicao de inf-sup, como por exemplo o do
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tipo IP; /P;. Vale salientar porém que este tema aplicado as equagoes da
mecanica dos sélidos nao-linear, nao é um assunto totalmente fechado na

literatura especializada na area.

No contexto da modelagem microescala, o que foi mostrado neste texto
é apenas pequena amostra das potencialidades desta teoria no cenario
da modelagem constitutiva de tecidos bioldgicos. E possivel (e preciso)
por exemplo estudar a modelagem das fibras de coldgeno no EVR, dentre

outros aspectos.

No cenéario multiescala, é de interesse pratico resolver o problema
macroscopico usando as informacoes da microescala seja através da
parametrizacao da lei constitutiva ou seja através da resolucao do problema
totalmente acoplado entre escalas. Uma aplicacao dessa abordagem é
por exemplo estudar inicio e propagacao de falhas em tecidos bioldgicos,
que é um fenomeno visivel macroscopicamente mas com origem em escala
microscopica como apreciado através de testes preliminares neste texto de

dissertacao.

Em relacao a identificagao do dano, ainda h&a bastante espaco para a
melhoria do algoritmo bem como é necessario a realizacao de testes
com geometrias e energias de deformagdo mais realistas (podendo ter
mais de um parametro de dano a se identificar) para a melhor avaliacdo
do procedimento proposto. Um aspecto importante nao levado em
consideracao é como se fazer o mapeamento de uma geometria deformada
com relativamente mais elementos do que uma geometria nao-deformada
na regiao danificada. Por fim, ainda é preciso correlacionar informacoes
de indole mecanica (por exemplo o dano) com diversos outros dados da
literatura médica com coeficientes puramente geométricos ou baseados na
fluidodinamica, avaliando-se assim a viabilidade do uso destes tipos de

coeficientes.
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Apeéendice A

Referéncia Rapida de Notacoes

Segue abaixo um guia notagoes que nao pretende ser exaustivo mas pode

ser util para a melhor compreensao do texto. A forma indicial é sempre fixando

uma base ortonormal. Os indices i, j, k e | pertencem a {1,2,...,nd}. Considerar

a,b,c,d e R™ ¢ A, B € Lin.

nd

Dimensao espacial, geralmente 2 ou 3 neste texto

vetor ou tensor de segunda ordem (nao importa a caixa).

matriz ou vetor sem conotagao tensorial (fisica).

tensor de quarta ordem.

Operador ou Funcional.

Espaco vetorial, variedade linear ou conjuntos de funcoes.

Espaco dual de 7.

Espaco das tranformacoes lineares de R™ para R,

Se A € Lin tal que A = A" entdo A € Sym (simétricas).

Se A € Lin tal que AA” = ATA =T (identidade) entdo A € Orth (ortogonais).

1,i=j
delta de Kronecker, 6;; =

0 ,i#]
<a ® b) = b] ’ (a ®b® C)ijkz = aibjck, (A X B)ijk:l = AijBkl

1
a@'b=_(a®b+bwa)
1

(a@b)©(c@d)=;(avec@badtagd@bec)
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Kin%
Vary

P

Pi, P

Qi (s
X, x!

(')s

grad
div
Div
F

C

(A = S(A+A7)
Iiji = 0i05; € tal que TA = A VA € Lin
ngl = 0,101 ¢ tal que ITA = AT VA € Lin
Tkl = %((Ekéjl + 0i0;%) € tal que I’A = A° VA € Lin
Espaco vetorial suficientemente regular.
Variedade linear suficientemente regular contendo restrigoes.
Espacgo gerador da variedade linear % .
Espacos de Hilbert regular até a
m-ésima derivada com dimensao espacial nd.
Funcionais de poténcia interna e externa.
Operador abstrato de deformagao e seu adjunto.
Derivada de Gateaux (ou direcional) do funcional F
na variavel u na direcao de u.
Aberto de R™, dominio de um corpo macroscépico.
Partes de Neumann e Dirichlet da fronteira de €.
Dominios material e espacial respectivamente.
Elemento de €2,, e €, respectivamente.
Difeomorfismo que mapeia €2, em 2.
Significa (-)s = (-) o x ', se (+) tem dominio €, (descricio material).
Significa (+),, = () o X, se (+) tem dominio €, (descri¢ao espacial).
Gradiente genérico ou em configuracao material.
Gradiente em configuracao espacial ? .
Divergente genérico ou em configuracao espacial.
Divergente em configuracio espacial * .

Gradiente do mapeamento (ou de deformacao).

Tensor de Cauchy-Green esquerdo.

1

x ¢é redefinido no contexto de multiescala como sendo o ponto no dominio material
macroscopico

2 Nzo usado se nao houver possibilidade de confusio entre configuracoes, ao invés disso é
usado o gradiente genérico.

3 Nao usado se nao houver possibilidade de confusio entre configuracoes, ao invés disso é
usado o divergente genérico.
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DC

Wy

(), ()7
()=, (e
d,d;, ds

R

Uqg

Tensor de Euler-Lagrange.

Partes isocoricas de F e C.

Determinante de F.

Invariantes de C.

Invariantes de C.

Autovalores de de F.

Tensores de Piola-Kirchhoff de primeira

e segunda espécie respectivamente.

Tensor tangente constitutiva.

Tensor tangente total (constitutiva mais geométrica).

Funcao energia de deformacao.

Funcéo energia de deformagao do material virgem (sem dano).
Relativo a isocérico e volumétrico respectivamente.

Relativo a isotrépico e anisotréopico respectivamente.

Variavel de dano total, descontinuo e continuo respectivamente.
Dano de referéncia (para identificacao).

Campo de deslocamentos material da geometria

danificada com o dano de referéncia.

Funcionais custo.

Funcional Lagrangeano.

Elemento de volume representativo (versao portuguesa de RVE).
Dominio macroscépico associado ao EVR.

Ponto no dominio §2,,.

Vers@o microscépica da varidvel ou conjunto macroscépico (-).
Versao aproximada (ou discreta) de uma variavel ou conjunto (-).
Malha de elementos finitos.

Elementos finitos da malha 7", geralmente tetraedros.

Espaco de polinomios completos de ordem P.

Espaco de polinomios lineares enriquecido com bolha.
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Apéendice B

Identidades uteis

Considere:

e T:Q — LinouT:Lin — Lin ou T € Lin dependendo do contexto.

S: Q2 —=SymouS:Sym — SymouS:R — SymouS € Sym dependendo

do contexto.

v:Q — R™ ou v € R™ dependendo do contexto.

¢:0Q—R.

A,B,C € Lin.

A-C"TB=CA-B
A-BC=AC”".B
S-A=S-A° VA

(1 1. 1
div (5V) = " div(v) — @V Vo

/dideQ:/TndF
Q r
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(

/ngdQ:/qbndF
Q r
/Vde:/V®ndF
0 r

/Tn-vdF:/divT-v—i—T-Vde
r Q

/T(VV)TdQ:—/diVT®VdQ+/Tn®VdF
Q Q r

Odet T

_ -7
5T (det T)T

0vVdetT  vdetT 7T

oT 2
oSt -1 -1
95 -ST6oS

(T7Y) = —T'TT!

A ={V€%;/vd§2:0,/vvdr:o}
Q r
A = {W EU;,wW = k in Q,w= Tn on F7V(R7T) c R™ x Rnand}

com o produto interno: (v, w) = /

V~wdQ—|—/v~wdF
Q r

159

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)



Apéndice C
Derivadas analiticas

As derivadas mostradas abaixo foram calculadas usando a biblioteca de
computacdo numérica Sympy SymPy Development Team (2014). Procedemos

reescrevendo as equagoes em funcao de Iy, I, I3, I, da seguinte forma:

] :\I]iso(jl’ j2) + \I]aniso(I:l) + \IIVOI(J) —

\I/iso((\/]_3>_2/3]1, (\/1—3)—4/312) + \I]aniso(\/]_?))—2/314) + \I/VOI(\/]_3)

Depois das derivadas feitas, reescrevemos o resultado em funcio de I, I, I,
e J pois esta é em geral a forma mais compacta. Vale lembrar que para recuperar
as leis incompressiveis (funcionalmente mais simples), basta tomar J = 1 e [; =
I;;i=1,2,3,4.

Em seguida sao mostradas somente as derivadas nmao-nulas. Em muitos

casos as expressoes nao estao simplificadas adequadamente pois foram geradas de

maneira semi-automatica.

(1) Termo volumétrico - Tipo Quadratico

o :g(J—n2

ov. _1( K

o, 2\"T R (G-1)
[

\3[{% 4<J2)%
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(2) Termo volumétrico - Tipo logaritmo quadratico

;

U = 5(1n J)2
(9_\11 _ klnJ o
oI,  J |
o*v _ k(1 —1InJ)
\ OI% e
(3) Termo volumétrico - Tipo misto
k(1
Y _§<§<J—1)—1nj>
8_\1’ _ k(J —1) o
01 82
{ 0I5 1671
.
_ Cl c (I— _3)
\\ _ A (e(h-s)
202 < )
8_‘11 —_ C1 02(1—1_3)
ol A
6_\:[; o _1_16161102 e
L : . C4
82_‘11 __ac ecz(l_l—g) (C.4)
9*v 1 ) ) "
8_13? T 1874 ( 161 ([102+4))e2(1 3)
0*v o0 _
- Ty 4+ 1) e2(19)
L 8.[18.[3 6 (JQ)% ( )
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(5) Modelo de Mooney-Rivlin

(
U :Cl(fl—3)+62(l_2—3)
o _
ol E
oo
0ls (JQ)%
ov . flcl QTQCQ
3_13 - __3J2 - 3_J2 (C.5)
82_\11 . 4]161 10[202
oI3 -~ 9J4 9J4
82\11 . 202
0L,0I; 3<J2)§
82\11 _ C1
L 811613 3 (JQ)%
(6) Modelo exponencial quadratico ' para 1 fibra.
( k
‘Ij _ _1 ( k‘2(14—1) 1)
2k, \°
ov [_4/{51 - k (j 71)2
[ _ I _ 1 2\ 14
ol 3z i 1)e
ov ko ko (T1—1
8_14 3J2([4—1)€ ( ) (CG)
82\11 1_4]{?1 = = 2 x ko(Iu— 2 '
o = ot (20iks (1= 1) 451, — 4) =)
82\Ij kl — 2 k 7 2
— = 2y (I — 1) + 1) P21
8[2 (JQ)% ( 2(4 ) + )6
0*W J%ky o 5 _
= =2 (2L (L 1) + 20— 1) (01
\8]36]4 3(J2)§ < 1 2( 4 ) 1 €

1O termo quadratico aqui significa simplesmente que a expressao (I;—3) dentro do exponencial
esta elevado ao quadrado.
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Apéendice D

Deducao da solucao semialitica para um
cilindro incompressivel com simetria de

revolucao

Inicialmente considere um cilindro de paredes espessas com coordenadas

materiais (R, ©, Z) tais que:
A<R<B , 0<©@<2r , 0<Z<L

onde A, B sao os raios interno e externo e L o comprimento do cilindro, em
configuracao material. Utilizando correspondentes letras minusculas analogas as

de cima temos da condi¢ao de incompressibilidade que:
m(R* — A*)L = 7(r* — a®){ (D.1)

Definindo A\, = ¢/L,\, = a/A, X\ = r/R,qr = A%/R* notando que \, e \ sdo os

stretches na diregao axial e circunferencial respectivamente, temos:

A= VA1 —qr) + X2qg (D.2)

Sendo assim a tunica incognita que temos é \,, dado que A, é fixo e os demais

stretches ao longo do raio sao dados pela equacao acima. Novamente da

163



incompressibilidade segue que det F = 1, entao F é dado por:

1
o 0 0
F=10 ) o0 (D.3)
0 0 X\,
O que leva aos invariantes dados por:
1 2, 12
1 1 912
I;=1;C)=1 (D.6)

Sabemos que para materiais incompressiveis modifica-se a lei constitutiva
inserindo um multiplicador de Lagrange (pressao) segundo (3.3) ' , utilizando
ainda as relagoes (2.20), (1.51) e (1.62) pode-se mostrar que o tensor de tensoes de

Cauchy ¢ dado por:

o
o= (Fa—F> +pl (D.7)

Ou equivalentemente em coordenadas principais:

ov
O = )\iﬁ +p, i€{r0z} (D.8)

Como A, é fixo e a hipdtese de incompressibilidade torna A, funcao de \y = A

temos:

ov
Orp — Opp = —)\a (Dg)

Na auséncia de forgas de corpo (ou desprezando-as) o equilibrio na configuragao

! Foi utilizado uma convencéo diferente para o sinal da pressiao da encontrada em alguns
trabalhos da drea, no entanto como se trata de um multiplicador de Lagrange e que no fim dos
calculos sera eliminado, nao ha problema quanto a diferenca de notacao.
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espacial de forma forte em coordenadas cilindricas e considerando as simetrias do

problema é dado por:

dgrr Orr — 000

di = = D.1
ive =0= T + . 0 (D.10)
Temos usando (D.9) na expressao (D.10) e integrando-a em |[a, b] para 0,,(a) = —P
e 0.(b) =0 fica:
po [ \0vd (D.11)
), ToN ‘

A ultima expressao pode ser reescrita em termos exclusivos de stretches

utilizando ja que A = /R, para isso partindo de (D.1) e manipulando como segue
dr

é possivel achar uma expressao para —:
r

= — = —(1-X\,)"! (D.12)

Substituindo (D.12) em (D.11) segue finalmente permutando os limites de

integracao que:

Aa ov
pr— 2_ 71 ‘1
P Ab (A A2 —1) —a)\d)\ (D.13)

Dada uma energia deformagao dependente dos invariantes (D.4), (D.5)
e (D.6) é possivel reduzi-la a uma expressao do tipo ¥ = W()\), na qual
podemos avaliar sua derivada analiticamente (ou mesmo auxiliado por computacao
simbdlica). Dado um valor de P achamos entao o valor de A\, (perceba que através

de (D.2) temos A = A(\,) e Ay = A\p(Ag)) solucao da equagao (D.13). Dado que é
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uma equacao nao-linear utiliza-se algum método numérico de solucao de equacoes
algébricas nao-lineares como por exemplo o da secante onde nao é preciso avaliar
derivadas. A integral também é avaliada numericamente por algum método de

integracao como por exemplo trapézio ou quadratura gaussiana.
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