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. a saber, pois a forma de todo universo é
do mais perfeito, e, de fato é desenhado pelo
criador mais sabio, nada acontecera no
mundo sem que se destaque, de algum jeito,
a presenca de uma regra maxima ou minima.

Leonhard Euler (1707-1783)
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HETEROGENEOS: FORMULACOES VARIACIONAIS E
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O objetivo deste trabalho, por um lado, é estudar as bases tedricas, den-
tro do contexto variacional, a fim de formular o problema de acoplamento entre
modelos mateméaticos dimensionalmente heterogéneos. Por outro lado, devido as
caracteristicas do problema algébrico resultante e a necessidade de acesso completo
a codigos numeéricos de resolucao aproximada, objetiva-se estudar o emprego de es-
tratégias de decomposicao de dominio para resolver o problema de forma iterativa
através da sucessiva resolucao de problemas dimensionalmente homogéneos, cuja
resolucao é mais simples e para os quais cédigos ja existentes estao disponiveis.
Portanto, primeiramente estabelecemos um principio variacional para o problema
sob estudo. Logo, discretizamos o problema por meio do método dos elementos
finitos e discutimos as caracteristicas e dificuldades que o sistema algébrico com-
preende. A partir dai, empregamos técnicas baseadas na decomposicao de dominios
especialmente formuladas para problemas envolvendo modelos heterogéneos e, por
fim, apresentamos varios exemplos numéricos a fim de mostrar o funcionamento
da metodologia. Com esta abordagem passo-a-passo buscamos obter um ganho no
entendimento dos conceitos tedricos envolvidos, assim como uma maior facilidade

na aplicacao destas ideias a novas situagoes.
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The objective of this work, on one hand, is to study the theoretical ba-
sis of dimensionally-heterogeneous coupled problems within a variational context.
On the other hand, owing to the characteristics of the corresponding algebraic pro-
blem and the desire to make use of existing numerical codes, domain decomposition
strategies will be studied in order to solve the dimensionally-heterogeneous pro-
blem by iteratively solving dimensionally-homogeneous problems, which are more
simple to solve and are easily handled using existing code. First, we establish a
variational principle for such a problem and then it is discretized using the finite ele-
ment method, pointing out the characteristics and difficulties of the corresponding
algebraic system. From here, we make use of domain decomposition techniques,
specially tailored for this class of heterogeneous coupling. In addition, several nu-
merical examples are presented to demonstrate the performance of the approach.
With this step-by-step approach we not only gain understanding of the theoretical

concepts involved, allowing us to easily extend the idea to new situations.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo de introducao resume brevemente os aspectos gerais do tra-
balho. Apds uma breve discussao sobre a motivacao do mesmo, apresenta-se o
escopo, e logo depois o objetivo geral e objetivos particulares. O capitulo finaliza

com uma descri¢ao da estrutura do trabalho.
Motivacao

Com o desenvolvimento cientifico e tecnolégico e o advento dos computa-
dores, problemas altamente complexos puderam ser simulados computacionalmente
resolvendo de maneira aproximada modelos matematicos com um ntimero muito
maior de incognitas. Tal foi o avanco que nos tultimos anos, pesquisadores das
areas de engenharia, biologia e medicina comegaram a introduzir ferramentas com-
putacionais baseadas em modelos dentro da pesquisa médica. O atual grau de
desenvolvimento alcancado pelas técnicas de modelagem computacional, junta-
mente com o rapido crescimento do desempenho dos computadores, tém permitido
o estudo, desenvolvimento e solucao de modelos mecanico-biolégicos altamente
elaborados capazes de antecipar, com razoavel grau de precisao, a fenomenologia
caracteristica de diferentes sistemas fisiolégicos.

No contexto da bioengenharia, e em particular da hemodinamica computa-
cional, um dos primeiros problemas abordados na literatura foi o da simulacao

numérica do escoamento de sangue nas artérias do corpo humano. Modelos unidi-



mensionais (1D) tém sido desenvolvidos a fim de contribuir qualitativa e quanti-
tativamente para o estudo da génese e progresso de diversas doencas cardiovascu-
lares (Avolio, 1980; Hughes, 1974; Lanzarone et al., 2007; Olufsen, 1998; Spencer e
Deninson, 1959; Stettler et al., 1981). Estes modelos sao capazes de fornecer com
um aceitavel grau de precisdo o comportamento de quantidades médias (pressao e
fluxo) nos vasos sanguineos. Por sua vez, com o avango na capacidade de célculo
dos computadores, modelos mais complexos, comegaram a ser utilizados a fim de
modelar o escoamento sanguineo de maneira mais precisa. Neste ponto os modelos
geométricos tridimensionais (3D) comegaram a ser introduzidos para capturar toda
a complexidade da hemodinamica que tem lugar em distritos especificos (Botnar
et al., 2000; Cebral et al., 2005; Ma et al., 1997; Perktold et al., 1997; Pritchard
et al., 1995; Tang et al., 2002; Taylor et al., 1998; Tu et al., 1992).

Como consequéncia deste avanco na capacidade descritiva dos modelos, surgiu
a necessidade de se conhecer outros aspectos do sistema cardiovascular. Neste sen-
tido, surgiram os modelos hetero-dimensionais acoplados 1D-3D (ou ainda 0D-3D,
ou combinagoes destes), dando origem a uma nova linha de pesquisa que lida com
o estudo do acoplamento de modelos de diferente dimensao (Formaggia et al.,
1999, 2001, 2002, 2006; Urquiza et al., 2006; Vignon-Clementel et al., 2006; Blanco
et al., 2009, 2010; Kim et al., 2009). A problemética da modelagem fisica me-
diante modelos heterogéneos nao sé atinge a hemodinamica computacional, mas
desperta interesse em diversos problemas da fisica e engenharia (Aufranc, 1989;
Bernadou e Cubier, 1998a,b; Bernadou et al., 1989; Blanco et al., 2008; Ciarlet
e Dret, 1989; Nazarov, 1996, 1999; Veneziani e Vergara, 2005). A formulacao de
uma teoria matematica consistente, baseada em principios variacionais de forma a
lidar com as incompatibilidades cinematicas existentes entre esses modelos é um
desafio interessante e com implicagoes nas areas de mecanica dos fluidos, mecanica
dos sélidos, transferéncia de calor, entre outros (Blanco, 2008).

De forma geral, é possivel dizer que na modelagem de diversos problemas

de alta complexidade é comum se deparar com situacoes nas quais é necessario



acoplar fenomenologias que respondem principalmente a diferentes escalas exis-
tentes dentro do problema sob estudo. Por exemplo, no caso do sistema cardio-
vascular comentado no paragrafo anterior podemos identificar a existéncia de uma
escala global que rege a hemodinamica do sistema arterial completo e uma escala
local que determina a forma em que o escoamento estd estabelecido através da
geometria especifica de um dado vaso arterial. Do ponto de vista da modelagem
computacional, o objetivo seria obter uma formulagao matematica de modo a en-
globar ambos os modelos e ainda, que a interagao entre eles nao fuja a fisica do
problema, isto é, seja capaz de fornecer uma correta descricao da dinamica do sis-
tema envolvendo caracteristicas como as descritas acima. Neste contexto, o uso
de modelos dimensionalmente heterogéneos é uma opcao natural devido a hetero-
geneidade dos modelos constituintes. E, ao mesmo tempo, leva a uma reducao
drastica nos custos computacionais dado que o detalhe na representacao é feito

somente em regioes de interesse.

Desafios tedricos e praticos

Como ja dito, ao se acoplar dois ou mais modelos com dimensionalidade
diferente é necessario dispor de uma formulacao matematica de modo que esses
modelos funcionem como uma unica entidade, e ainda, a interacao entre eles seja
tal que nao escape a fisica do problema. Tal interacao se consegue através das
condigoes de acoplamento entre os modelos. Ao longo deste trabalho analisare-
mos o problema do ponto de vista variacional, isto é, entenderemos o problema
envolvendo modelos dimensionalmente heterogéneos a partir do principio varia-
cional correspondente. Com este principio variacional veremos como se derivam os
modelos constituintes assim como também as condi¢oes de acoplamento entre eles.

No entanto, a solugao dos sistemas de equagoes resultantes do acoplamento
entre os modelos com dimensoes diferentes é uma tarefa bastante complicada, se
realizada de forma monolitica, devido a duas razoes: (i) é necessario ter acesso

aos codigos de forma a modificar a forma em que se montam os blocos algébricos



correspondentes a cada um dos sub-modelos assim como as condi¢oes de acopla-
mento e (ii) mesmo tendo acesso aos c6digos, estes sistemas algébricos sao mais
dificeis de serem resolvidos que se resolvessemos modelos homogéneos desacopla-
dos. Neste contexto, as técnicas de decomposicao de dominio surgem como uma
forma alternativa e interessante de abordar o problema dado que permite decom-
por o problema original de carater heterogéneo em sub-problemas homogéneos.
Em diversos problemas da fisica e da engenharia estas técnicas tém sido empre-
gadas com sucesso (veja Quarteroni e Valli (1994); Mathew (2008) e as referéncias
ali citadas), entretanto, na resolu¢do de modelos dimensionalmente heterogéneos
estas técnicas estao comegando a tomar impulso nestes tltimos anos (Leiva et al.,
2010; Blanco et al., 2011; Leiva et al., 2011). Deste ponto de vista, a interagao
entre os dominios é feita apenas por meio de transferéncia de informacoes de fron-
teira, sendo que tais fronteiras nos submodelos constituintes sao as interfaces de
acoplamento entre os mesmos. Os algoritmos cléssicos para resolver por meio da
decomposi¢ao de dominios problemas desta classe estao baseados em duas aborda-
gens: (i) métodos de Steklov-Poincaré - abordagem primal - (Quarteroni e Valli,
1994) e (ii) métodos FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) -
abordagem dual - (Mathew, 2008). Em ambos os casos, o problema de acoplamento
é transformado em um problema cujas incognitas estao definidas sobre as inter-
faces de acoplamento. Essencialmente, seguimos aqui uma metodologia alternativa
que leva proveito do pequeno nimero de incégnitas da interface quando acoplamos
modelos dimensionalmente heterogéneos. As ideias aqui estudadas foram inicial-
mente propostas em (Leiva, 2010; Leiva et al., 2010). A diferenga fundamental
estd em que na formulagao do problema empregaremos como incégnitas definidas
sobre as interfaces entre os modelos tanto a variavel primal como a varidvel dual,
o que da maior flexibilidade no tocante a escolha de condigoes de contorno para
os sub-problemas. Por tultimo, a partir da formulagao do problema de interface
associado ao acoplamento dos modelos heterogéneos, a ideia principal consiste em

resolver tal problema de forma iterativa, utilizando, por exemplo, um método como



o GMRES.

Escopo

Embora o uso mais frequente das técnicas de acoplamento de modelos difer-
entes dimensoes seja encontrado no campo da modelagem do sistema cardiovas-
cular, inimeras situacoes podem ser tratadas usando as ideias aqui formuladas.
Neste sentido, o escopo deste trabalho possui uma tendéncia a analise tedrica do
problema, e ao fim do mesmo apresentam-se resultados numeéricos no contexto da
aplicagao principal para o qual esta orientada o texto.

Neste sentido, o escopo deste trabalho esta em tratar todos os aspectos en-
volvidos no problema do acoplamento de modelos dimensionamentes heterogéneos.
Isto implica desde o estudo da boa colocacao do problema proposto, a derivagao
da formulacao variacional, a discretizagao do problema, o estudo de estratégias
numéricas para desacoplar os modelos de forma a resolver iterativamente o pro-
blema de acoplamento (decomposi¢ao de dominios) e chegando ao tratamento com-

putacional do mesmo.

Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é estudar estratégias de decomposicao de
dominio para o problema de acoplamento de modelos dimensionalmente heteroge-
neos e mostrar o desempenho destas técnicas através de exemplos numeéricos.

Particulamente iremos fornecer um tratamento matematico acerca de exis-
téncia e unicidade da solucao do problema formulado através de um problema
de optimalidade, do qual se deriva a formulagao variacional e equacoes de Euler-
Lagrange associadas. E ainda, temos como objetivo estudar uma metodologia
de decomposi¢do de dominios alternativa as classicas (Steklov-Poincaré e FETI)
que leva proveito do pequeno nimero de incognitas interface quando se acoplam
modelos dimensionalmente heterogéneos. Apresentaremos exemplos numéricos

mostrando o desempenho e viabilidade das estratégias estudadas.



Dado que este trabalho trata essas estratégia de decomposicao de dominios
de uma maneira diferente da abordagem classica, isto é, seguindo as ideias desen-
volvidas em (Leiva et al., 2010), temos que isto serd uma contribui¢ao para o mesmo
ja que este campo de pesquisa, o qual também possui extrema aplicabilidade em

qualquer area da engenharia, é recente e encontra-se em pleno desenvolvimento.

Estrutura do trabalho

Este trabalho esta dividido em seis capitulos. O Capitulo 2 apresenta os con-
ceitos teodricos seguindo uma visao variacional, enquanto que o Capitulo 3 dedica-se
a discretizacao do problema continuo. No Capitulo 4 apresenta-se de forma simples
a aplicacao do método de decomposicao de dominio a um problema com solugao
analitica. No Capitulo 5 é feita uma revisao dos métodos iterativos que poderiam
ser considerados para resolver o sistema linear obtido apds aplicacao do método
de decomposicao de dominio. Finalmente no Capitulo 6 apresentam-se diversos
exemplos que mostram o funcionamento da metodologia e visam estudar o com-
portamento dos métodos iterativos empregados nesta clase de problemas. Por fim,

as conclusoes e as referéncias citadas ao longo do texto sao apresentadas.



Capitulo 2

Formulacao do acoplamento de modelos

dimensionalmente heterogeneos

Este capitulo esta organizado em quatro se¢oes. Na Se¢ao 2.1 introduzem-
se dois resultados utilizados para mostrar existéncia e unicidade de solucoes dos
problemas tratados nas secoes seguintes. Na Secao 2.2 apresenta-se a formulagao
do problema 1D-3D como problema de minimo, partindo dos funcionais 1D e 3D
respectivamente, aplicando a variagao de Gatéaux, chegando a formulacao varia-
cional e finalmente derivando as equacgoes de Euler. Na Se¢ao 2.3, segue o mesmo
problema, porém, formulado como um problema de ponto de sela, e novamente
partindo do funcional Lagrangiano associado, encontra-se a formulagao variacional
mista associada e as correspondentes equacoes de Euler. Finalmente na secao 2.4,
apresenta-se um outro exemplo de problema envolvendo o acoplamento de mode-
los 1D-3D, porém considerando restri¢oes definidas sobre todo o volume do modelo

3D.

2.1 Revisao sobre resultados de existéncia e unicidade

Nesta se¢ao introduzimos resultados que utilizamos para mostrar a existéncia
e unicidade dos problemas que serao tratados ao longo das segoes seguintes. Vamos

portanto recordar dois resultados classicos de analise funcional. Para isso, considere



o problema variacional: encontre u € V tal que

a(u,v) = f(v), YveV (2.1)

O teorema de Lax-Milgram garante a existéncia e unicidade da solugao para esse
tipo de problema, se as propriedades de linearidade e continuidade das formas a(-, -)
e f(-,-), e ainda a coercividade da forma a(-,-) forem garantidas, como enunciado

a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema de Lax-Milgram). Seja V um espago de Hilbert munido
da norma ||-||y, e produto interno (+,-)y, e V' o seu dual. Sejaa:V xV — R uma

forma bilinear. Suponha ainda que a(-,-) é continua, isto é,

3 a>0: |a(u,v)| < allullyv|v]y, Yu,v €V (2.2)

e coerciva, ou seja,

3 B8>0: la(v,v)| > Blv|3, Yv e V. (2.3)

Seja f : YV — R uma forma linear e continua, isto é, f € V'. Entao existe uma

unica u € V solucao do problema variacional (2.1). O

Prova. Veja (Brézis, 1984)
Considere agora um problema onde o campo u esta sujeito a alguma restricao, e

que em sua forma variacional estd dado por: encontre u € V, p € Q tal que

a(u,v) + b(v,p) = (f, V)vxv, Yv €V, (2.4)

b(u,q) = (9, 0)ox0, Vg€ Q. (2.5)



Da forma bilinear b(-, -) se define um operador linear B : V — Q’, e seu transposto

B': Q — V', definido por
(Bv,q)arxe = (v, B'q)yxy = b(v,q),  YveV,Vge Q. (2.6)

Além disso, a condi¢ao g € Im B é claramemte necessaria e deve ser satisfeita.
Como veremos a seguir, as propriedades do operador B sao fundamentais no estudo
desta classe de problemas.

Este problema ajusta-se a classe de formulagoes mistas abstratas estudadas
por Brezzi, Babuska e outros (Brezzi e Fortin, 1991). O teorema de Brezzi afirma
que esse problema tem solucao tnica se as propriedades de continuidade das formas
a(+,-) eb(-,-), coercividade de a(-, -) em um subespago apropriado de V, e a condigao

de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi ou LBB, como enunciado a seguir.

Teorema 2.2 (Teorema de Brezzi). Seja V um espaco de Hilbert munido da
norma ||-||y, e produto interno (-, -)y e seja a(-,-) linear e continua sobre ¥V x V, e
b(-,-) linear e continua sobre ¥V x Q. Suponhamos que a imagem do operador B

associado a b(+,-) é fechada em Q', ou seja, existe kg > 0 tal que

b
sup (v,q)
vev |[vlly

> kollallo/ker bt Vg € Q/ Ker B

Além disso, considere que a(-,-) é coerciva sobre Ker B, isto é, existe ag > 0, tal
que

a(vg, v9)) = aol|voll3, Vo € Ker B

entdo existe uma unica solucdo (u,p) € V x Q para o problema variacional (2.5).

OJ

Prova. Veja Brezzi e Fortin (1991)
Com estes dois resultados temos as ferramentas tedricas que precisamos para
mostrar existéncia e unicidade para os problemas de acoplamento de modelos di-

mensionalmente heterogéneos que serao tratados a seguir.



2.2 Acoplamento de modelos 1D e 3D como problema de minimo

Considere o problema de modelar a transferéncia de calor em um corpo sélido,
levando em conta fenomenos difusivos, reativos e uma fonte de calor. Por motivos
que dependem das caracteristicas do problema considere que neste corpo sélido
podem ser identificadas duas regioes de caracteristicas geométricas diferentes. Uma
regiao muito delgada e ao mesmo tempo longa, e uma regiao cuja forma € arbitraria.
Na regiao delgada e longa admite-se que é razoavel considerar um modelo 1D
enquanto que a regiao de forma arbitraria requer de um modelo 3D para capturar
toda a complexidade do fenomeno. Os funcionais associados a este problema, sao

dados para os modelos 1D e 3D, respectivamente, por:

1 L du1 2 1 L 2 L
JlD(Ul) = 5/0 (@) dﬂ?+§/0 Uld.ilﬁ—/o f1U1d$ (27)

1 1
JgD(U3) = 5/ |V’LL3|2dQ—|— é/ung — / f3U3dQ (28)
Q Q Q

onde os espagos sobre os quais estao definidos estes funcionais sao U; = H'(0, L)
e U3 = H'Y(Q), respectivamente. O objetivo ¢ formular o acoplamento dessas
duas formulagoes matematicas, para o qual é preciso impor uma condi¢ao que as
vincule. Esta condicao, que chamaremos de restricao de acoplamento, implica em
prescrever a continuidade do campo u, representado pelo par (uq,u3) em algum
sentido conveniente, do ponto de vista fisico e matematico. De forma genérica
podemos escrever o acoplamento entre estes dois modelos como uma equacao da

forma

Y1 (ur) = 3(us) (2.9)

Por simplicidade na apresentacao das idéias, nesta parte do trabalho o sentido que

serd dado a continuidade vem dado pela equagao

u1(0) = %/Fugdf‘ (2.10)
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onde I' é a que serd denominada interface de acoplamento e além disso A é a medida
da superficie I'. Neste caso esta superficie do modelo 3D é acoplada ao ponto z = 0
pertencente ao modelo 1D, como mostra a Figura 2.1. Aqui, esta restricao impoe a
continuidade da solugao em um sentido da média a um e outro lado da interface de
acoplamento. A motivacao para escolher este sentido para a continuidade depende
do problema sob andlise e as formas de 1; e ¥3 na equagao (2.9) acima podem ser
diferentes, como veremos com um exemplo no final do presente capitulo.

. 2 r
; f
v f5
( 0" <O L

Figura 2.1: Acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos.

Neste contexto, o funcional do problema acoplado sera dado por
j(ul, Ug) = J1D<U1) + JgD(u;g) (211)

onde o espago sobre o qual esta definido este funcional é denominado U e deve ser

definido de forma a introduzirmos a restrigao (2.10). Assim sendo resulta

U= {(ul,u9,) eU; xUs; uy1(0) = %/FU?)dF} (2.12)

Assim sendo, o problema de acoplar os modelos 1D e 3D através da restrigao (2.10)

é formulado como problema de minimo como segue: encontre (uy,uz) € U tal que

J(u1,u3) = min T (vy,v3) (2.13)

(v1,v3)€U

Em busca da formulacao variacional associada a este problema, calculamos a va-

riagado do funcional (2.11) em (uy,u3) € U na dire¢do (v1,v3) € U, a qual é dada

11



por

0T (uq,u3,v1,v3) = ar (uy + Ty, uz + TU3) =
7=0

d 1 r*/du, +71v 2 1 [F L
5{5/0 (%) ety [ s [ e

1 1
+ —/ |V(U3 + 7'1)3)‘2dQ —+ —/(U3 -+ TUg)ZdQ — / fg(Ug -+ TUg)dQ
2 Q 2 Q Q

(2.14)

=0

Assim sendo, o diferencial de Gateaux do funcional 7 resulta

du1 d?]l

L L L
0T (uy, us, vy,v3) = / d——d:p +/ w1 dx —/ frordx
o dx dz 0 0

+/VUg‘VUng+/U3U3dQ—/f3U3dQ (215)
Q Q Q

Portanto, obtemos a formulagao variacional que consiste em determinar (u;,us3) €

U tal que

L duy d L L
/ ﬂﬂdﬂf + / ulvldaj — / flvldx + / VUS . V'Ung
o dx dz 0 0 Q

+ / u3vng — / f37j3dQ =0 V(Ul,U[J,) eU (216)
Q Q

Dado que o funcional 7 é quadratico e estamos procurando a solucao em U que é
um conjunto convexo, segue claramente que o problema variacional (2.16) é equiv-
alente ao problema de minimo (2.13). Introduzindo uma notagao mais compacta,

temos

L dus d L
a((uy,usz), (v1,v3)) :/ ﬂﬂdx—i—/ uvrd
0

o dr dz
‘l‘/VUg'V”Ung‘l—/UgUng (217&)
QL Q
f((l)l,’l)g)):/ f1U1d1‘+/f3U3dQ (217b)
0 Q

12



o problema variacional (2.16) toma a forma: encontre (ui,uz) € U tal que

a((u1, us), (v1,v3)) = f((v1,v3)) V(vi,v3) € U (2.18)

De maneira a obter as equacoes de Euler-Lagrange associadas a formulagao varia-
cional (2.16) assumimos que (vy,vs) é suficientemente regular e integramos por

partes na mesma, obtendo

L L L L
d (d
—/ —(ﬂ>v1da§—|—/ ulvlda:—/ frvidx
0 o dz \ dx 0 0

+ / Vus - nusdl + Vuz - nvgdoQ \ T — / div(Vug)vsd2
r Q

du1
!

dx

O\

+ / U3Ung - / fgvng =0 V(Ul,vg) eU (219)
Q Q

onde temos dividido o contorno do dominio €2, denominado 9€2, na fronteira de

acoplamento I" e no seu complemento 02 \ I'. Daqui resulta

du du Lq (du L
<d—;)(L)v1(L) - (d—;> (0)v1(0)—/0 %(d—;>v1dx+/o uyvyda
L
— / fﬂ)ldl’ + / VU3 : nvgdf + / VU3 : nvgdﬁﬂ \ r
0 r AO\T

— / div(Vus)vsdQ + / usvgdSf) — / f3u3dQ2 =0 V(v1,v3) € U (2.20)
Q Q Q
Considere agora a seguinte decomposicao
v3 = v + T3 (2.21)

onde v9 é contante em I', em particular, v = v1(0). De (2.20), temos

d L
%(O)Ug + /1—\ Vus - H(Ug + ﬁg)dl—‘ =0 \V/(Ug,’l)g) e Ur
d i
%(O)Ug + 0 / Vs - ndl + / Vus-nisdl =0 V(0 8) € Up
T I

_d ~
r r

13



onde

Ur =R x {@3 e HY(T); /@3dr = 0} (2.23)
r

Do segundo termo da (2.22) segue-se que Vus - n é constante sobre I', pois
é ortogonal a uma funcao de valor médio nulo sobre I', enquanto que do primeiro
termo entre paréntese da (2.22) segue-se que essa constante é igual a derivada de u;
no ponto de acoplamento x = 0. Logo, as equacoes de Euler-Lagrange do problema

acoplado sao dadas por

( d2u1
_de +u1:fl eI (OvL)u
d
%(L) =0 emz =L,
—Au;; + us = f3 em Q,
(2.24)
Vus-n= sobre OQ\ T,
1
u1(0) = —/ung em x = 0,
A Jr
du
\d—;(O) = A(Vuz)-n sobreI'.

As condicoes de acoplamento sao dadas pelas duas tltimas equagoes, sendo im-
portante salientar que estas nao constituem condigoes de contorno para nenhum
dos dois modelos. De fato, neste caso estas condigoes sao naturalmente obtidas
da formulacao do problema. Dado que temos um problema variacional linear, a
existéncia e unicidade da solugao deste problema sao garantidos pelo teorema de
Lax-Milgram (ver Teorema 2.1 na Secao 2.1), de onde obtemos o seguinte resul-

tado.

Proposigao 2.1 Dados f; € L*(0,L) e f3 € L*(), existe uma tnica solugao

(u1,u3) € U da equagao (2.16).

Prova. Devemos mostrar que o problema satisfaz as hipéteses do Teorema 2.1.
Neste caso U definido em (2.12) é um espaco de Hilbert com uma norma definida

por |[(u1,us)|lv = |[w1 || 0,0) + ||us|| m1()- Claramente podemos observar que af-, -)

14



¢ linear. Vejamos a continuidade da mesma. Com efeito, tem-se

la((u1, uz), (v1,v3))] =

<| [ | ] | [ 5] o] ]

(L)) (F (Eym) o (f o) ([ )
() ([mpan) « ([n) ([ o)

<ol [1((5) +)or] [ () +2)e]

ta Uﬂqwsﬁ + ugm] M(\vv3|2 + vg)dQ} :

_I_

»

N

= 04[HUlHHl(O,L)HUlHHl(o,L) + HU3HH1(9)||U3HH1(Q)]
< Oé[||U1||H1(0,L)HU1||H1(0,L) + ||U1||H1(0,L)||U3||H1(Q)
+ sl @ lvr |z 0,0) + HU3HH1(Q)HU:5HH1(Q)]

= all(ur, us)|[ull(vr,v3)llo V(ur, ug), (v1,05) € U (2.25)

e portanto segue que a forma bilinear é continua. Vejamos agora a coercividade

d L
a((vl,vg),(vl,vg)):/ (dvl> dx—i—/ %daﬂ—/ \va;]QdQ—l—/vng
0 T Q )

= Hle%ﬂ(O,L) + HU3H%{1(Q)
> Blllvillzno.ny + 2ol o, lvsll e @) + lvsl )] = Bl (vi, vs) I

V(v1,v3) € U (2.26)

Logo, a forma bilinear é coerciva. Claramente f(-), é linear. Vamos mostrar que é

15



continua,

F((vr,v3)) ‘ / frorda + / fgvgdsz‘ / frvrde| + / Fyv3d©
(e ([ ) (fm) (from)

= Killvillz20,) + Ksllvsll 2 < Killvi|lmro,n) + Ksllvs]| o)

< K|(v,v)le V(o,u) €U (2.27)

Logo, isto assegura a existéncia e unicidade da solucao do problema variacional
(2.16). O

E importante salientar que se este problema nao tivesse o termo de reacao,
seria necessario que o espago de funcoes admissiveis fosse diferente, ou seja, aqui
nao aplicamos condigoes de contorno sobre a fronteira, o que seria necessario para
0 caso em questao.

Em busca de uma solugdo aproximada para o problema (2.16), usaremos o
método de elementos finitos a partir do Capitulo 3. Com isso em mente veja que, a
implementagao de uma restrigao do tipo (2.10) nao é trivial, devido a que construir
um espago de fungoes de interpolagao de elementos finitos para U dado por (2.12)
implicaria que as fungoes de interpolagao satisfizessem (2.10). Dessa forma, vamos

fazer uso de uma estratégia alternativa conforme discutido na secao a seguir.

2.3 Acoplamento de modelos 1D e 3D como problema de ponto de

sela

Transformaremos o problema (2.16) em um problema de ponto de sela ao
introduzirmos um multiplicador de Lagrange de forma a relaxar a restrigao (2.10).
Como a restricao a relaxar é uma unica equacao escalar definida no ponto de
acoplamento correspondente a superficie I', o multiplicador de Lagrange sera uma

unica quantidade escalar definida nesse ponto. Neste novo contexto o funcional

16



Lagrangiano do problema acoplado é dado por

£p(u1, us, )\) = JlD(ul) + JgD(Ug) + <RF(U1, U3), )\> (228)

para este caso o espaco em que estd definido o funcional é denominado U e é

definido como segue

U=UxR (2.29)
com
U="U, xUs (2.30)
e onde, além disso tem-se
1
RF(Ul, Ug) = Ul(O) — — / u3dF (231)
A Jr

de modo que (Rr(u1,us),\) é um produto de dualidade, para o nosso caso o pro-
duto entre nimeros reais, pois A € R. Com efeito, como dito, a restricao é uma
equagao em R e o dual de R é o préprio R. Portanto, o problema de minimo (2.13)
se reformula como um problema de min — max, como enunciado a seguir: encontre

(ur,us, ) € U tal que

Lr(uy,us, \) = min max Lr(vy,vs,vy) (2.32)
(Ul,’Ug)EU vy €ER

Logo, a variacdo do funcional (2.28) em (uy,us, A) € U na direcio (vy,vs,vy) € U

17



¢é dada por

OLr(uy, uz, A\, v1,v3,0y) = Eﬁr(ul + Tv1, uz + TU3, A + TUy)
7=0

d |1 ¥/du, + v 2 1 [F L
£{§/0‘ <%) d$+§/0 (U1+TU1>2d$—/O fl(U1+TU1)d£L’
1
+§/ |V(u3+Tvg)|2+/(U3+Tv3)2dQ—/f3(U3+Tv3)dQ
Q Q Q

(2.33)

7=0

+ (A +70n) <<u1 +700)(0) — % /F(u3 + m?,)dr) }

Assim sendo, o diferencial de Gatéaux do funcional Lr resulta

du1 dUl

L L L
5£p(u1,u3,)\,vl,vg,v,\):/ d——dx—i—/ uwld:c—/ fiurdx
o dr dx 0 0

+/VU3'V’Ung+/U3’U3dQ—/fg’l)ng
Q Q Q

+/\[vl(0) —% /F vng] + oy {UI(O) - % /F u3df} (2.34)

Logo, obtemos a formulagao variacional que consiste em determinar (uq, ug, \) € U

tal que

L du1 dU1 L L
——dx + ulvldx — fﬂ}ldl’ + VUg : V’Ung + 'ng?)ng
o dr dx 0 0 Q Q

_ /Qfgv;ng + )\[vl(O) — %/Fvng} + vy {ul(O) — %AUng} =0
V(vi,vs,05) € U (2.35)

Utilizando uma notacao mais compacta,

L d d L
a((uy,usz), (v1,v3)) = / ol Sl —i—/ u v de
0 0

dz dx
+ / Vusz - VusdQ) + / Uzv3dS) (2.36a)
Q Q

b((vr, v3), \) = A[UI(()) - % / Ugdf} (2.36D)

r

L

f((Ul, Ug)) = flvldx + f3'U3dQ (236(3)

0 Q
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o problema variacional (2.35) toma a forma : encontre (uy,us, ) € U tal que

a((ur, uz), (v1,v3)) + b((u1, uz), va) + b((vi,v3), A) = f((v1,v3))

Y(vy,vs,0)) € U (2.37)

De forma a obter as equagdes de Euler-Lagrange associadas assumimos (vy, vs, v)

suficientemente regular e integramos por partes na expressao (2.35) como segue

L L L L
d [d
_ / _(ﬂ)vldﬂ / worde - / frvrda
0 o dr \ dx 0 0

+ /(VU3) - nuzdl’ +/ Vus - nvgdoQ \ I' — / div(Vus)vsdQ
r OO\T Q

du1
_Ul

dx

+/u3U3dQ—/f31)3dQ+)\v1(O)—i/vngqu,\ul(O)—%/u;ng:O
o Q AJr A Jr

V(vy,vs,v5) €U (2.38)

(%) (L)vi (L) + (A — %(0))111(0) - /OL % <%)”1dz i /oL s

L
— / flvldx + / (VUg -n — A)1)3dF + VU3 : nvgd(‘?Q \ r
0 r A OO\’

1
_/diV(VUg)Ung—F/UgUng—/f3U3dQ—|— (Ul(O) ——/U3dr)’0>\ =0
Q Q Q A r
Y(vi,v5,00) € U (2.39)
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Logo, as equagoes de Euler-Lagrange do problema acoplado sao dadas por

( d2u1

_de +U1:f1 el (OaL)u
d

%(L) =0 emz =1L,

—Au;g + ug = f3 em Q,

Vuz-n=0 sobre OQ\ T, (2.40)
d
A= %(O) em x =0,
1
u1(0) = —/u3df‘ em z =0,
A Jr
dul

\ E(O) = AVus-n sobre I'.

Novamente é importante notar que as duas tltimas expressoes constituem as condicoes
de acoplamento entre os modelos 1D e 3D, que sdo idénticas as obtidas em (2.24),
e evidentemente nao representam condicoes de contorno para nenhum dos dois
modelos, como ja citado anteriormente. A existéncia e unicidade da solugao para
este problema de ponto de sela sao garantidos pelo teorema de Brezzi. Com efeito,

baseados no Teorema 2.2 visto na Segao 2.1, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.2 Dados f; € L*(0,L) e f3 € L*(0, L), existe uma tnica solugao

(uy,us,\) € U da equacao (2.35).
Prova. Note que mostrar a continuidade da forma bilinear a(-, ), ou seja,
la((u1,us), (vi,v3))] < aall(ur, us)|l || (v1, v3) |7

é idéntico ao que ja foi feito em (2.25). Logo, como a norma dos espagos U e U
sao idénticas segue que a forma bilinear é continua. Vejamos a coercividade.
De (2.26) segue que essa forma é coerciva em U, mas Ker B C U portanto

também é em Ker B, de fato,

(B(v1,v3), Nrxr = b((v1,v3), ) V(v1,v3) € U, VA € R
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assim sendo,

. 1 .
Ker B — {(vl,vg) € U1 (0) — Z/U3dr _ o} cu. (2.41)
I

entao, a forma bilinear é coerciva no Ker B.

Vejamos agora a continuidade da forma bilinear b(-, ), isto é,

[b((v1, v3), ) < [A]

1 1
’Ul(O) — Z/F‘Ugdr‘ < ‘)\l 1)1<O) + Z/I:’Ugdr‘

1
< I ol + sl | < 2wl (242
logo, segue que b(-,-) é continua. Agora devemos mostrar que

sup b((vl7v3)7 /\)

> kol A YA eR
(v1,v3)€U [ (v1,v3)

Consideremos que A > 0 e tomemos v] = e™* e v; = 0, temos portanto

Af(0) — A /v:’;df
+ g - A (2.43)
||UT||H1(0,L) ||’U§||H1(Q) —e2L 41
e assim temos que
Avf(0) — —)\ /v*dF
b A 1 3
Supb S~ = AJr = ko|A|a (2.44)

wser 100l il o + 03] m @)

n = ———— . Enta X1 uma uni ucao (uq,u r
onde kg \/17 Entao, existe a ca solucao ,ug,\) € U para o
—e4b 41

problema variacional (2.35). O
E importante salientar que as escolhas feitas anteriormente para A, v} e v}

sao arbitrarias e dependem fortemente do caso estudado.
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24 Acoplamento de modelos 1D e 3D com restricao de volume

Com o intuito de exemplificar o uso e manejo de modelos heterogéneos con-
sideraremos um exemplo similar ao visto nas secoes anteriores. Assim, tomamos
os mesmos funcionais anteriores dados por (2.7) e (2.8) para representar o modelo
1D e 3D, respectivamente. Entretanto, vamos considerar a seguinte restricao de

acoplamento

ou seja, o problema 1D ¢é acoplado através do valor do campo u; em x = 0 com
o valor médio do campo w3 em todo o volume do modelo 3D. Este tipo de pro-
blema pode surgir ao modelar mecanismos de controle externos ao problema 3D.
De fato, a restricao neste caso visa modelar um mecanismo de controle externo da
temperatura média de um corpo 3D. Por sua vez, o modelo 1D representa o tal
mecanismo de controle, o qual poderia ser substituido por qualquer outra repre-
sentacao matematica. E importante notar que o valor médio agora se da em todo
o volume do dominio 3D, diferente do problema anterior onde a média era feita ao

longo da superficie I'. A Figura 2.2 representa essa situacao.

o e
— e

Figura 2.2: Acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos com restri¢ao

sobre todo volume 3D

Com isto, colocamos o problema diretamente como um problema de ponto

de sela, para o qual o funcional Lagrangeano é dado por

,CQ(ul,U;;, )\) = JlD(Ul) + JlD(Ug) + <RQ(U1,U3), )\) (246)
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Neste caso o espaco em que estd definido o funcional é o mesmo dado por (2.29)

onde,

1
RQ(Ul,Ug) == Ul(O) — V / U,ng
Q

e (Ra(uy,u3),A) é um produto de dualidade e assim como na Segao 2.3, é um
produto entre nimeros reais, e sendo V' a medida do dominio €2.

A variacdo do funcional (2.46) em (uy,us, \) € U na direcio (vy,vs,vy) € U

¢é dada por

Lo (ur, us, A, v1,v3,05) = Eﬁﬂ(% + T, uz + TU3, A+ TUy)
=0

d {1 ¥ /d(u, +7v 2 L L

1
+ 5/ IV(U,g + TU3>’2dQ + /(Ug + TU3>2dQ — / f3<U3 + TU3>dQ
Q Q Q

(2.47)

7=0

(A + 703 <(u1 4+ 700)(0) % /Q (us + Tvg)dQ) }

Segue que o diferencial de Gateaux do funcional Lq é dado por

duq dvy

L L L
6£Q(u17 us, )‘7 V1, U3, U)\) = / d__dx + / ulvldx - / flUldl’
o dr dz 0 0

+/VU3'V'U3dQ+/U3'U3dQ—/fg'Ugd.Z'
Q Q Q

+>\[v1(0) - % /Q vgdﬂ] 0, [ul(O) - % /Q u;:,dQ} (2.48)

Logo a formulagao variacional consiste em determinar (uq,us, A) € U tal que

L duy duy L L
/ ——dm+/ U dx —/ frurdxr + / Vus - Vusd) + / uzv3d§)
o dx dx 0 0 Q Q

1 1
- /Qfgvgdl’ + A {Ul(O) - V/(2U3dQ:| + vy |:U1(O) - V /Qu:;dﬂ:| =0
Y(vy,vs,0)) € U (2.49)
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Utilizando uma notacao mais compacta,

L du1 dl)l L
a((u17u3)7 (U1,U3)) /0 dr dr T +/0 ULV104x

+ /Q VU3 : V’Ung + /QUg’Ung (2503)
b((Ul, 1)3), )\) =\ |:’Ul(0) - %/§'20ng:| (250b)
L
f(('l]l,’l);g)) :/ flrUld.fC—f-/Qfgﬂng (2500)
0

o problema variacional (2.49) toma a forma : encontre (uy,us, ) € U tal que

a((u1, uz), (v, v3)) + b((u1, uz), va) + b((vi,v3), A) = f((v1,v3))

V(vy,vs,v3) €U (2.51)

De modo a obter as equagoes de Euler assumimos que (vy, vs, v)) é suficientemente

regular, integramos por partes na expressao (2.49), obtendo

Poortd (duy L L
—/ —(—)vldm—i—/ ulvldx—/ fﬂ)ldw-f—/ Vug.nvsdf)
0 o dr\ dx 0 0 89

—/diV(VU3)U3dQ+/U3U3—/fgl)ng—f-)\Ul(O)—A/Ung
Q Q Q Vi Ja

+ vyup(0) — UV)‘ / ugdQ =0 V(vy,vs,vy) €U (2.52)
Q

dul

dx

As equagotes de Euler-Lagrange, do problema acoplado sao dadas por

([ Pu
“ge T =0 em (0, L),
d
L) =0 emz =1L,
d'U,l
——(0)=—V(Aus —us+ f) em @, (2.53)
Vug-n =0 sobre 02,
1
u(0) = = / (EUAY em z = 0.
\ V QO

Note que neste caso em que a restricao de acoplamento é dada pelo valor médio
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do campo uz em todo o volume do dominio 3D, temos como consequéncia uma
condicao de Neumann homogénea dada pela quarta equacao que sai naturalmente
da formulacao, além disso a condigao de acoplamento dada pela terceira equacao é
sobre todo o volume de €2, dado que a derivada da solugao do modelo 1D no ponto
de acoplamento x = 0 atua como uma fonte de calor no modelo 3D distribuida em
todo o volume. A outra condicao de acoplamento é dada pela tltima equacao, que
¢ similar a obtida em (2.24) e (4.3), a nao ser pelo fato de que a média é sobre

todo o volume €.
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Capitulo 3

Aproximacao numérica pelo método de

elementos finitos

Este capitulo esta dividido em quatro se¢oes. Na Secao 3.1 é feita uma breve
revisao sobre o método de elementos finitos. Na Secao 3.2 o problema variacional
(2.35) é introduzido em um espago de dimensao finita, e as incégnitas do problema
discretizado sao definidas, apresentando ainda uma decomposicao das incégnitas de
forma a termos uma forma matricial em blocos para melhor visualizacao do sistema
a ser resolvido. Na Secao 3.3 se discute brevemente a resolucao do problema
algébrico monolitico e as implicagoes do ponto de vista do precondicionamento
destes sistemas. E por ultimo, na Secao 3.4 se motiva o emprego de estratégias de
particionamento para a resolucao do problema em forma iterativa, tema que sera

abordado no Capitulo 4.

3.1 Revisao sobre o método de elementos finitos

Nesta secao fazemos uma revisao com o objetivo de revisitar conceitos rela-
cionados com a aproximacao de equagoes variacionais que serao usados na segao
seguinte para o problema do acoplamento de modelos dimensionalmente heteroge-
neos. A solucao de alguns problemas na sua forma analitica de forma exata s6 é
possivel para sistemas muito simples, assim, para sistemas mais complexos envol-
vendo geometrias e condicoes de contorno mais sofisticadas, como os problemas

tratados no capitulo anterior, nao é possivel se obter uma solugao exata. Nestes
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casos deve-se optar por procedimentos de aproximacao com precisao aceitavel para
o modelo em questao. O método de elementos finitos é uma ferramenta numérica
poderosa para resolver equacoes diferencias parciais. A idéia basica do método de
elementos finitos é realizar uma divisao do dominio de integracao de um sistema
de interesse em um conjunto de pequenas regioes, chamadas de elementos finitos
transformando o dominio do problema de continuo para discreto.

Consideremos inicialmente uma aproximacao por elementos finitos para um
problema eliptico linear em um tnico campo, como apresentado em (2.18), que é

dado como segue: encontre u € U tal que

a(u,v) = f(v) Yv e U (3.1)

Como vimos no capitulo anterior, existéncia e unicidade de solucao para esta
classe de problemas variacionais podem ser demonstradas pelo teorema de Lax-
Milgram, apresentado na Segao 2.1. Essas propriedades de existéncia e de unici-
dade de solucao serao herdadas por toda aproximagcao variacional conforme, isto
é, aproximacoes construidas em qualquer espaco de dimensao finita satisfazendo
U, C U, como veremos mais adiante.

A idéia basica da aproximagao numérica dos métodos variacionais consiste
em resolver o problema em um espago de dimensao finita Uy, onde h é o parametro
caracteristico ao espago de aproximagao. Entao, o problema (3.1) é aproximado

pelo seguinte: encontre u;, € U, tal que

a(uh,vh) = f(Uh) Yo, € Uy, (32)

que corresponde ao classico método de Galerkin.

No método de elementos finitos U}, é construido de modo que ¢é feita uma dis-
cretizacao do dominio {2 em subdominios §2¢, ou elementos finitos, sendo as fungoes
up, de Uy, geradas a partir de interpolantes locais, em geral polindmios definidos no

interior de cada elemento. A solugdo aproximada wuy, v, € U, do problema (3.2)
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converge para a solugao exata u do problema continuo (3.1) dependendo da escolha
do espago Uy, ja que este devera se aproximar do espaco U quando h — 0. Nao
discutiremos a convergéncia da solucao encontrada pelo método de elementos fini-
tos dado que nao é o foco do presente trabalho. Consideremos por exemplo o caso
dos espagos de elementos finitos contidos em H'(2). Entao, seja Q C R™, n = 2,3,
um dominio poligonal, isto é, £ é um subconjunto aberto limitado tal que Q é a
uniao de um numero finito de poliedros. Por simplicidade, aqui nos retringiremos
ao caso bidimensional admitindo que @ C R? e consideramos que a decomposicao

finita é feita em N, elementos, de modo que
Ne
O=Jo N =0 e#£f ef=1...N (3.3)
e=1

onde ¢ é o interior do elemento genérico Q°, e Q° o seu fecho. E ainda, se
F=0:nQ (Q° e QF elementos distintos), entdo F é uma face, lado ou vétice
comum entre Q¢ e /. Assim, uma malha que é triangularizada satisfazendo (3.3)
e ainda a condigao anterior para F' é dita admissivel, caso contrario é dita nao-

admissivel, assim como estd representada na Figura 3.1.

Figura 3.1: Malha admissivel (esquerda) e nao-admissivel (direita).

O parametro da malha é dado por h = maxh,, com e =1,2,..., N, e h, é 0

diametro do elemento e. Agora, seja

Xy = X} = {v, € C°(Q); vppe € Py} (3.4)

onde vy ¢ a restricao de vy, ao elemento €°, e P, é o conjunto dos polinémios
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definidos em cada elemento §2¢, com graus menores ou igual a k nas variaveis xx,.
Este é um espacgo de elementos finitos para elementos triangulares. Enquanto que

para elementos retangulares, temos
X; = X]lf = {Uh € CO(Q);UME € Pk,k} (35)

onde Py ; ¢ o conjunto dos polinomios definidos no elemento e, com graus menores
ou iguais a k e [ nas variaveis espaciais x; e xy, respectivamente. Note que em

ambos os casos (3.4) e (3.5) temos
Xrc HY(Q) (3.6)

Este fato é consequéncia do resultado a seguir.

Proposigao 3.1 Uma funcao v : Q — R pertence a H'(Q) se e somente se
i vge € H'(Q), e=1,...,N,

ii. para cada face comum F = QN O/, F # 0, o traco em F de Vjge € Vjgs € 0

mesmo, com e, f=1,..., N,.

Prova. A prova pode ser encontrada em (Quarteroni e Valli, 1999)
A maneira mais natural de se construir os espagos X} é utilizando polinomios
de Lagrange. Assim, v, € X} ¢ interpolado no interior de um elemento genérico

por

vi(z) =Y v5es(x), (3.7)

j=1
onde E é o numero de graus de liberdade do elemento e, que neste caso é igual ao
nimero de nés, e ¢5(x) é o polinémio de Lagrange de grau k associado ao né i do

elemento e, tal que ¢f(x;) = d;;, sendo x; a coordenada do né j e §;; o delta de

Kronecker.
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Por sua vez, em todo o dominio v, é interpolado por

G

vn(r) =D vii(x), (3.8)

=1

onde G é o numero total de graus de liberdade adotado na discretizagao por ele-
mentos finitos, de forma geral é o nimero de nés em problemas de um tinico campo
escalar, e ¢;(z) é a fungao de interpolagao global associada ao né i, construida a
partir das interpolantes locais ¢¢(x) que incidem nesse né.

Agora, substituindo (3.8) em (3.1), obtemos

G

> alendjui=fl¢;) j=1,....G (3.9)

i=1

que é equivalente ao problema matricial: encontre o vetor X que satisfaz o sistema
de equagoes algébricas

AX = f (3.10)

onde X = u; é o vetor de incdgnitas nodais, e

Aij = a(¢j7¢i>7 Za] = 1727 R 7G (311)

F=fl¢;) j=12...,G. (3.12)

E importante notar, como ja foi citado antes, que do fato de serem ado-
tadas aproximacoes conformes, o problema discreto herda muitas das propriedades
do problema continuo correspondente. Assim, se a forma bilinear a(-,-) do pro-
blema continuo é coerciva entdo a matriz A do problema discreto (3.10) é também
coerciva, 0 que assegura existéncia e unicidade de solucao para a aproximacao de
elementos finitos uy,, pela imediata aplicagdo do lema de Lax ao problema (3.2). Se
além disso a forma bilinear a(-,-) for simétrica a matriz A também sera simétrica,

e mais, serd positiva definida.
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3.2 Discretizagao do problema de acoplamento

Em busca da solucao aproximada para o problema visto no capitulo anterior,
uma vez que, a solucao analitica nao estd disponivel, faremos uso do método de
elementos finitos. Como dito anteriormente, a implementagao de uma restricao do
tipo (2.10) nao é trivial, o que nos remeteu a transformar o problema (2.16) em
um problema de ponto de sela, dado por (2.35). Vamos introduzir este problema
em um espago de dimensao finita U} € H'(0,L),U? € H'(Q) e A4, € R, de modo

que, seguindo a notacao introduzida na secao anterior

Ur = Ut = {vy, € C°0, L]; vipje, € Pra} (3.13)

U =UP = {vg, € CO(Q);Ugh‘GB € Pis} (3.14)

sao os espaco de elementos finitos triangulares para os problema 1D e 3D, respec-

tivamente. De modo que, vy, € UF! e v3, € U3 sdo interpolados por
N1 N3
vin(x) = Z’Uqus}D(’%)? vz (T) = ZU:&N)?D(%) (3.15)
j=1 j=1

onde N1 e N3 sao as dimensoes dos espagos UF! e U3, respectivamente. Substi-

tuindo as aproximagoes dadas por (3.15) no problema variacional (2.35), obtemos

dx

N1
+> ne!”(0) + Mg (0) ZUA/CbmwdF _>\h/¢anF_
=1

/ fro5Pdx + / f23PdQ)
0 Q

j=1,...,N1, n=1,...,N3 (3.16)

N1 D
Z {/ ( ¢1D dgbl +¢1D¢1D) dm} U1z+z {/ V¢3D V¢3D+¢3D¢3D)d9:| Uz
- 0

1=
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Introduzindo uma notacao mais compacta

ay(¢;7, 6;7) = /0 ( f;;D j;D +¢1D¢1D> r (3.17a)
as(¢y, 7)) = /Q (VPP - VPP + 3P 3P)d0) (3.17b)
bi(0;”,1) = ¢;7(0) (3.17¢)
bs (¢t 1 / gypdl (3.17d)
bi(¢;"”,va) = vae; " (0) (3.17¢)
b3(Pmir, v2) = / Grirdl (3.17f)
fi(61P) = /0 161 (3.17¢)
A6 = [ RoPds (3.171)

de modo que obtemos

Z ar( ¢1D Jui; + Z as( D, <Z52D)U3¢

+ Zbl(ﬁbz1 ;U UL + Z bs ¢m|F7UA>u3m + bl(¢1D 1)An + b3( n|F7 DA, =
i=1

m=1

A@P)+ f35(@3P)  j=1,...,N1, n=1,...,N3 (3.18)
que é equivalente ao problema matricial: Achar o vetor X que satisfaz
An Xy = fa. (3.19)

Vamos considerar o problema através de uma decomposi¢ao por blocos. Ve-

jamos a estrutura do problema nesta configuracao,

A0 AR [ Jin
0 AP AP | uan | = | fan (3.20)
aroasog |\, 0
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onde Xj, = (ujp,usp, A\n) € o vetor de incégnitas nodais (aqui houve abuso de
notacao ja que uy, e ug, denotam as colegoes de valores nodais {uy; ZN;l e {u3i}f\g,
respectivamente), e os blocos matriciais no problema discreto sao dados como segue

¢1D ¢1D
(A}f)ijz/ o —du +/ oPotPdr ij=1,...,N, (3.21a)
0 T .T

1 j=1
1A J
(A); = (3.21D)
0 j=2,...,N1

(A?f’)mnz/V¢iD-V¢iDdQ+/¢;D¢iDdQ mn=1,...,N;s (3.21c)
Q Q

(A3, = ——/¢mF m € ¢ (3.21d)
1 i=1
(Aph)i = (3.21e)
0 i=2,...,N1
(AN, = ——/gbnr n e (3.21f)
L
(f1h)j:/ S0} dx (3.21g)
0
(fon)n = /Q S50 (3.21h)

com (¢ o conjunto de indices dos nés sobre a fronteira I'. Denotaremos por M3 =
card{(} a cardinalidade do conjunto ¢. Note que ¢}”(0) s6 sera diferente de zero
no né que corresponde a fronteira x = 0. De fato, note que temos assumido que o
ponto x = 0 se corresponde com o n6 1 da discretizacao do modelo 1D. Dai, segue
que os blocos AI* e AM contém elementos nulos menos a entrada correspondente
ao n6 1 do modelo 1D. O mesmo acontece com ¢3 que sera diferente de zero
somente nos nds que estao sobre a fronteira I' (para melhor visualizacao ver Figura
3.2). Por sua vez, A\,vy € R e em particular, por simplicidade escolhemos fazer

)\:161))\:1.
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Nés no modelo 1D

————06— 06— 06— 06—
N1 1

F\
M3 nés sobre a /

fronteira T no dominio 3D

Figura 3.2: Discretizagao no modelo 1D (esquerda) e na interface de acoplamento

do modelo 3D (direita).

De maneira a detalhar melhor a decomposicao anterior, se cada né do vetor
uyp, = (uly,, ul)T e uzp, = (uk,, ub,)T, correspondem aos nés do interior de cada
dominio denotados por (I) e aos nés da fronteira denotados por (F), as matrizes

Al e AR, terdo respectivamente as seguintes estruturas em bloco:

ALAD) J1(IEF) AU 433UIF)

A= 1h1(F1) 1h1(FF) ¢ A = ;LS(FI) SS(FF) (3.22)
AN AL AT A4,
e ainda,
AN = (¢ Azl(F) ) e ANM = (0 A23(F) ) (3.23)
Substituindo em (3.20) obtemos:

Ao 0 0 ul, ifs

ALNED - 411(FF) 0 0 Al ull fih
0 0 ABUD - g330F) ul, iR (3.24)

33(FI)  433(FF
0 0 Ay, = A, ) AP ud), fan
0 AM 0 A3 0 A 0

a primeira e a segunda linha da matriz estao associadas ao modelo 1D, de modo
que obtemos N1 — 1 equagoes para os nds no interior do dominio, e uma equacao
para o né correspondente a fronteira. A terceira e a quarta linha da matriz, dizem

a respeito do modelo 3D, e na ultima linha estao os blocos associados a A, que sao
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os que realizam o acoplamento na formulacao. Note que estes blocos associados
a A, produzem o acoplamento de um grande niimero de incégnitas. Isso se torna
computacionalmente um inconveniente ja que o sistema algébrico é mais dificil de
resolver quando sao empregados métodos iterativos, em contrapartida ao cardter
intrinsecamente esparso do método de elementos finitos. Uma estratégia para
contornar este problema ¢ empregar precondicionadores para o sistema algébrico

(3.24), questao que é analisada na segao que segue.

3.3 Precondicionamento do problema algébrico

O precondicionamento de um problema consiste em modificar o problema
original de forma que o novo problema seja equivalente ao anterior, no sentido de
possuir a mesma solugao, porém, que seja melhor condicionado, sendo mais facil de
resolver empregando métodos numéricos. Portanto, seja P um precondicionador

(ou seja, uma matriz responsavel pela transformacao do problema), o sistema linear

Ax =b (3.25)

pode ser equivalentemente reformulado como

P 'Az =P (3.26)

Idealmente P~! deveria parecer com A~!, mas ao mesmo tempo um bom pre-
condicionador nao deve ser muito custoso. Uma maneira para determinar um
condicionador para o sistema ¢é fatorar a matriz A. A idéia seguida aqui é obtida
de (Benzi et al., 2005) e consiste em construir um precondicionador para o com-

plemento de Schur do sistema (3.20).
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3.3.1 Sistemas algébricos ponto de sela

Consideremos os sistemas lineares em blocos 2 X 2 com a seguinte estrutura:

A BT\ (w f
By, —-C z g

no qual

AeR™™ BieBy e R™" e C € R™™, com m < n,

ou, chamando

o sistema anterior pode ser resumido como

Az = b.

O caso em que A e/ou By ou By ou ambas sejam nulas é excluido.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Definicao 3.1 Um sistema linear na forma (3.27) e (3.28) descreve um problema

de ponto de sela, se os blocos A, By, By e C satisfazem pelo menos uma das

seguintes condigoes:

(1) A é simétrica: A = AT

(2) a parte simétrica de A : H = $(A + A”") é semi-definida positiva

(4) C é simétrica (C = CT) e semi-definida positiva
(5) C =0.

A matriz A é chamada matriz ponto de sela.
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Note que 5. implica 4. O caso mais simples é quando todas as condigoes ante-
riores sao satisfeitas. Neste caso A é simétrica, semi-definida positiva e sob estas
condigbes o sistema (3.27) resulta em um sistema linear simétrico da forma

A BT w f

= (3.31)
B 0 z g

que é justamente o sistema linear apresentado na Secao 3.2 deste capitulo (ver

equagoes (3.20) ou (3.24)), considerando o seguinte particionamento

A= , B= (A'h Aﬁg) e C=0. (3.32)
0 Al
3.3.2 Fatoracao das matrizes ponto de sela

Uma situacao ideal ao se resolver sistemas lineares, sao os casos nos quais a
matriz A do sistema é triangular. Uma maneira de se obter matrizes com estruturas
mais simples é fatorar a matriz A, ou seja, decompor a matriz como o produto de
duas ou mais matrizes com estruturas mais simples. Assim, o sistema linear pode
ser reescrito como a resolucao de dois ou mais sistemas de equagoes cujas estruturas
matricias sao mais simples que o sistema original.

Observe que a matriz A dada por (3.32) é nao singular, de fato, segue facil
mostrar da proposi¢ao que os blocos A% e A%, sdo nao singulares. Entao, a matriz

A dada em (3.31) admite a seguinte fatoracao

A BT I o\ (A o)\ (1 a'BT
A= = , (3.33)
B 0 At 1) \o s)]\o I

onde S = —(BA™!'BT) é o complemento de Schur de A em A.
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Também ¢é 1til a fatoracao equivalente

A0\ [1 ABT
A= . (3.34)
B s)\o 1

Das fatoragoes anteriores, podemos observar que sendo A inversivel, a matriz A é

nao singular se, e somente se, o complemento de Schur também ¢é inversivel.

3.3.3 Propriedades espectrais

O estudo das propriedades espectrais, isto é, dos autovalores da matriz A é
muito importante para o desenvolvimento dos métodos de resolucao do sistema,
bem como na andlise de convergéncia deles. Embora este nao seja o foco do presente
trabalho, este fato é o que motiva essa subsecao, de forma a complementar o estudo
tedrico dos sistemas algébricos derivados da classe de problemas aqui tratados.

Antes porém, vejamos algumas propriedade matricias que serdo uteis (para

maiores detalhes e demonstragoes veja (Quarteroni et al., 1991)).

Definicao 3.2 Duas matrizes A e B sao ditas congruentes, se existe uma matriz

P inversivel tal que PTAP = B.

A seguir, vejamos alguns resultados referentes a congruéncia de matrizes, comecando

com a relagao de equivaléncia.

Lema 3.1 A congruéncia é uma relagao de equivaléncia. Além disso, tém-se as

seguintes propriedades
(1) Duas matrizes congruentes tém o mesmo posto.

(2) Sejam A e B matrizes congruentes, entdao A é definida positiva (negativa)

se, e somente se, B é definida positiva (negativa).

Outro conceito que adquire importancia no momento de obter informagoes acerca
dos autovalores de uma matriz é o conceito de inércia da matriz, definido como

segue.
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Definigao 3.3 Seja A € R™" uma matriz simétrica. A Inércia de A é a terna

ordenada dada por

i(A) = (14(A),i-(A),10(A)) (3.35)

onde i, (A),i_(A) e ig(A) sao respectivamente, as quantidades de autovalores pos-
itivos, negativos e nulos de A, contando multiplicidade. Note que o posto(A) é

igual a i (A) +i_(A).

Proposicao 3.1 Leida Inércia de Sylvester: Duas matrizes simétricas sao congru-
entes, se e somente tém a mesma inércia, isto é, a mesma quantidade de autovalores

positivos, negativos e nulos.

Agora sim, estamos em condicoes de estudar algumas propriedades referentes aos
autovalores das matrizes presentes no sistema algébrico de ponto de sela. Seja o
sistema algébrico (3.31). Dado que a matriz A é simétrica e definida positiva, B
com suas colunas linearmente independentes (de fato estas matrizes retangulares

em nosso caso sao vetores), entao de (3.34) temos

A0 I A'BT A0
= (3.36)
B S 0 I 0o S
onde S = —BA~!'BT é simétrica definida negativa. Logo A é congruente a matriz

do lado direito da (3.36).

Resulta da lei da Inércia de Sylvester que a matriz dada pelo lado direito
da (3.36) é indefinida, pois tem n autovalores positivos, que sao os autovalores
da matriz A e tem m autovalores negativos, que correspondem a matriz .S, entao
segue que A é indefinida, com n autovalores positivos e m autovalores negativos.
O mesmo aconteceria se B tivesse posto incompleto (o que nao é nosso caso), ou
suas colunas nao forem linearmente independentes, pois S continua sendo definida
negativa. No caso em que S tem posto deficiente, por exemplo m — r, entao S
tem m — r autovalores negativos e r nulos. Isso implica que A teria n autovalores

positivos, m — r negativos e r nulos.
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O seguinte resultado estabelece um limitante para os autovalores da matriz
A. Em particular consideraremos o caso do sistema derivado do problema de
acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos. Neste caso, a matriz B
possui um unico valor singular. Além disso, vale lembrar que foi empregado o

método de elementos finitos na discretizacao espacial do problema.

Proposicao 3.2 Sejam A, B e C' como na (2.32), isto é, A é simétrica definida
positiva, B tem posto completo e igual a 1, e C' = 0. Seja p; e p, 0 maior e o
menor autovalor de A, respectivamente, e seja & o valor singular de B. Entao, o

espectro da matriz A, denotado por o(A), ¢é tal que

o(A)cI-urlt (3.37)
onde
1 1
I~ = [5 (un—\/m>,§(m—\/u?+4€2)} (3.38)
e

= [un% (m + \/m)} (3.39)

com [, b, € & dados como segue

p = max{aPCyPhi(1+ C3Phi?),a*PCIPhs(1 + C3Ph?)}  (3.40)

tn = min{BPCIPhy, BPChs} (3.41)
M3
i=1
1D

sendo a'?, o3P e B1P, B3P as constantes de continuidade e coercividade dos modelos
1D e 3D, respectivamente, e sendo que y; ¢ dada por y; = % fr ¢;dI'. Lembre que
M3 é o nimero de nés do modelo 3D sobre a fronteira de acoplamento I'. Observe

que os valores de i, pu, derivam de resultados classicos da teoria de elementos

finitos. O leitor interessado pode encontrar mais sobre isto em (Quarteroni e Valli,

1994)
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3.3.4 Precondicionadores para problemas de ponto de sela

Em muitas ocasioes, a fase de precondicionamento resulta mandatoria por se
tratar de um sistema algébrico cuja matriz é muito mal condicionada. No nosso
caso do problema algébrico dado pela (3.20), a questdo aparece ao querermos re-
solver de maneira monolitica este sistema de equagoes usando um método iterativo.
Em geral, este nao sera nosso problema, posto que a partir do Capitulo 4 abordare-
mos o particionamento do problema (3.20). Entretanto, para efeitos de completeza,
a seguir discutimos alguns aspectos e dificuldades no precondicionamento de prob-
lemas como os derivados da formulagao matematica dos modelos dimensionalmente
heterogéneos.

O precondicionamento pode ser utilizado na solucao iterativa de sistemas
de redugao decorrentes da reducao do complemento de Schur. De um modo geral,
existem duas abordagens para a construcao de precondicionadores. Uma é baseada
em técnicas puramente algébricas, como fatoracoes incompletas, inversas aproxi-
madas e métodos algébricos multinivel. Entretanto, quando aplicado a sistemas
de ponto de sela, estes tipos de precondicionadores geralmente funcionam mal. O
fato de resultarem precondicionadores instaveis em muitas situagoes é decorrente
da indefinicao da matriz do sistema e da falta de dominancia diagonal.

A segunda abordagem requer o conhecimento da origem do problema, in-
cluindo detalhes sobre a discretizacao utilizada, a geometria subjacente, as pro-
priedades dos coeficientes, e assim por diante, de modo que os precondicionadores
sao desenvolvidos adaptados a aplicagao particular baseados na fisica do problema.
Naturalmente, quanto mais informacoes se pode usar, melhor sera a qualidade do
precondicionador. A desvantagem desta abordagem é que a quantidade de proble-
mas que podem ser tratadas com um precondicionador particular serd necessaria-
mente estreita.

Para problemas do ponto de sela, a construcao de precondicionadores de
alta qualidade necessita explorar a estrutura em blocos do problema, assim como

também o conhecimento detalhado sobre a origem e a estrutura dos diferentes
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blocos. Nao se fala em “melhor” precondicionador para os problemas de ponto
de sela, ja que a escolha de um precondicionador é fortemente dependente do
problema. De fato, a estrutura dos diferentes blocos varia muito de aplicacao para
aplicacao.

Com o intuito de solucionar a equacao (3.20), apresentamos a seguir duas
alternativas de precondicionamento. Para maiores detalhes a referéncia (Benzi

et al., 2005) deve ser consultada.

3.3.4.1 Precondicionadores diagonais por blocos

O precondicionador diagonal por blocos basico é respresentado matricial-

mente por
A 0
P, = (3.43)
0 —-S
onde S = —BA'BT ¢ o complemento de Schur. Precondicionando A pela es-
querda resulta na matriz
1 A-1BT
M=P A= : (3.44)
-S7'B 0

A matriz M é nao singular por hipotese e satisfaz

(M- 1) (M S 2\/5)1) (M S0 2\/5)1) —0.  (3.45)

1+V5
2

A matriz M é diagonalizavel e tem apenas trés autovalores distintos, 1, e

%5. Isso implica que o polinomio minimo tem grau 3, o que implica que para
cada residuo inicial 1o, dim K, ,,(M,ry) < 3, que garante a convergéncia dos
métodos baseados em espaco de Krylov (IC,,1,, é 0 espaco de Krylov associado a
M gerado a partir de ry) em no maximo 3 iteragoes (para matrizes nao singulares),

em aritmética exata. O mesmo pode ser mostrado para o precondicionamento a

direita, ou qualquer outro precondicionamento centrado da forma P; 1AP2_1 com
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PP =P,
A primeira vista este tipo de precondicionamento parece promissor. No en-
tanto, temos que utilizando a decomposicao (3.34), a matriz inversa de A é dada

por

-1
A BT A1 4 ATIBTSTIBATT — A1 BT S

A= = . (3.46)
B 0 —S'BA™! S

de modo que

X A-1BTS-1B 0 X
A= | M+ Pt (3.47)
0 —I

Vemos portanto que a construgao do precondicionador P, dado por (3.43) é, essen-
cialmente, tao caro quanto o calculo da inversa de A e de S. Na pratica, o pre-
condicionador exato (3.43) precisa ser substituido por uma aproximacao,

X A 0
P, = (3.48)

onde A e S sao aproximagoes de A e S, respectivamente.
Varias aproximacoes diferentes foram considerados na literatura. Em (Benzi

et al., 2005) é considerado uma decomposicao de A em

A=D-E (3.49)

~

onde D é inversivel. Entao, uma escolha consiste em tomar A = D e S =

—BD'BT. Com isto, os autovalores da matriz condicionada resultam

X I-D'E D 'BT I  D'pT D7E 0
M=P A= ) = -
~5-1B 0 ~57'B 0 0 0
(3.50)

pondo em evidéncia que a distancia entre os trés autovalores distintos de M de-
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pende de vérios fatores, incluindo a norma da matriz D~'E. No caso em que A
é diagonalmente dominante, e D = diag(A), é esperado que os autovalores de M

. No entanto, existe a desvantagem de que a

estejam em torno de 1, %5 o L=V5

2

matriz M precondicionada tem autovalores que podem ser de ambos os lados do
eixo imaginario. Neste caso, vamos analisar como se comporta um outro tipo de

precondicionador.

3.3.5 Precondicionadores triangulares por blocos

O emprego de precondicionadores triangulares por blocos constitui uma es-
tratégia mais eficaz que a anterior. Estes precondicionadores sao expressados ma-

tricialmente por

A BT
P, = . (3.51)
0 S

A aplicagao de precondicionadores desta classe gera dois sistemas lineares que
devem ser resolvidos para o residuo como lado direito, para cada iteracao do método
iterativo empregado. Note que a linha do primeiro bloco da matriz P; é equivalente
a linha do primeiro bloco da matriz A, entao, para a estimativa inicial ug = 0, a
solugao da equacao inicial de precondicionamento P,zyg = ry = b deve satisfazer
a primeira das duas equagoes do sistema (3.31). A matriz precondicionada tem
um polindmio minimo de grau 2, de modo que um método como o GMRES iria
convergir no maximo em duas iteragoes. Na prética, evidentemente, devem ser
utilizadas aproximagoes para AeSemvezde Ae S. O céleulo do 2, = Py
em cada iteracao de um método de subespaco Krylov pode ser implementado com

base na fatorizagao

(3.52)

Podemos notar que o custo em aplicar este tipo de precondicionador é ainda um

pouco maior que no caso do bloco diagonal, pois além de resolver com A e S, ainda
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h4 uma multiplicacao adicional por B, além disso, outra desvantagem evidente

no caso simétrico é que o precondicionamento bloco triangular destréi a simetria.

3.3.5.1 Discussao sobre o uso de precondicionadores

Nas se¢oes anteriores, buscamos uma solugao algoritmica para o sistema de
equagoes (3.20) através do uso de precondicionadores baseados no complemento da
matriz. Entretanto, com o discutido nas secoes anteriores esta claro que o melhor
precondicionador para o problema tratado nao estd bem determinado (nem é o
objetivo deste trabalho), dado que a aplicagao desses tipos de precondicionadores
estdo sendo tao custosas quanto inverter a matriz A. Além disso, como dito,
resolver o problema (3.20) de forma monolitica empregando por sua vez precondi-
cionadores como os vistos aqui (ou outras alternativas) implicaria introduzir modi-
ficacoes significativas no coédigo de elementos finitos, na fase de resolucao do sistema
algébrico. Ao longo de todo este trabalho foi enfatizado que era de nossa preferén-
cia nao ter que acessar completamente o codigo de elementos finitos, e sim utilizar
um c6digo ja pronto e lidar com ele apenas como usuério, para o qual a metodologia

de decomposigao de dominios precisa ser utilizada (veja Capitulo 4 a seguir).

3.4 Comentarios finais

As ideias desenvolvidas no Capitulo 2, permitem lidar com acoplamento de
modelos dimensionalmente heterogéneos, entretanto, em geral nao é possivel re-
solver esses problemas de forma analitica. Desta maneira, se faz necesséario buscar
a solucao numericamente, de acordo ao apresentado no presente Capitulo. Como
discutido anteriormente, a implementagao de uma restrigao do tipo (2.10) nao é
trivial, e isso implicaria em importantes mudancas dentro de um cédigo de ele-
mentos finitos, devido a que construir um espaco de fungoes de interpolagao de
elementos finitos para o espago U dado por (2.12) requer que as fungoes de inter-
polacao satisfacam (2.10). Portanto, o uso de uma outra estratégia relacionada

com a técnica de multiplicadores de Lagrange para relaxar a restrigao foi apresen-
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tada seguindo a teoria dos multiplicadores de Lagrange. Apesar desta alternativa
resolver o problema da construgao do espaco U, a mesma apresenta, do ponto
de vista algébrico, e computacional, alguns inconvenientes, ja que obtemos blocos
matriciais extradiagonais (blocos B no sistema (3.20)), produzem o acoplamento
entre muitos graus de liberdade (todas as incégnitas correspondentes a interface de
acoplamento do modelo 3D com uma incégnita do modelo do modelo 1D). Diante
da dificuldade de lidar com um sistema algébrico pior condicionado devido a abor-
dagem de multiplicadores de Lagrange foi considerado o precondicionamento do
problema algébrico. Entretanto, vimos que a construcao de um precondicionador
pode ser muito custoso, além de precisar introduzir alteragoes significativas no
cddigo de elementos finitos. Como salientado, isto é algo que se deseja evitar. Isso
nos leva a dar uma outra interpretacao as condi¢oes de acoplamento, separando,
via alguma estratégia, ambos os problemas e, analisando as condigoes de acopla-
mento que neste contexto seriam condigoes de contorno sobre cada um deles. Este
procedimento implica em resolver o problema original através da resolucao de sub-
problemas dimensionalmente homogéneos de forma desacoplada, e para isso vamos
ver que ¢ possivel dividir a resolucao do problema acoplado em dois subproble-
mas que de forma iterativa vao se aproximando do problema original heterogéneo.
Para tal propdsito, no capitulo seguinte desenvolveremos uma estratégia para em-
pregar métodos iterativos na resolucao do problema de acoplamento de modelos
dimensionalmente heterogéneos. Esta ideia esta apoiada no conceito de decom-
posicao de dominios. Entretanto, diferentemente da teoria classica de métodos de
decomposicao de dominios colocaremos o problema em forma estendida, como sera

explicado na préxima secao.
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Capitulo 4

Método de decomposicao de dominio

para modelos heterogéneos

O objetivo deste capitulo é desenvolver uma estratégia para resolver de forma
iterativa problemas de acoplamento como aqueles tratados no Capitulo 2. Para
introduzir as ideias subjacentes faremos uso de um problema unidimensional sim-
ples, o qual sera reformulado a partir de decompoé-lo em dois subproblemas es-
critos em subdominios complementares (ndo superpostos). Assim, o problema de
acoplamento sera reescrito em termos de incégnitas definidas sobre a interface de
acoplamento entre os dois subproblemas, e sobre este problema sera aplicado algum
método iterativo em sua resolugao, como sera visto no Capitulo 5. Este capitulo
esta organizado em trés secoes. Na primeira secao tratamos de um probema 1D
e aplicamos o método de decomposicao de dominio com o objetivo de apresen-
tar o método para um caso simples. Também apresentamos diversas alternativas
que surgem ao formular o problema de acoplamento como um problema de inter-
face. A seguir analisamos as caracteristicas das alternativas propostas as quais
sao comparadas por meio do estudo do nimero de condicionamento dos problemas
obtidos em cada caso. Finalmente, discutimos sobre a aplicacao do método de
decomposicao proposto em modelos acoplados dimensionalmente heterogéneos e

estendemos sua aplicacao a esta classe de problemas.
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4.1 Acoplamento em um problema homogéneo 1D

Considere o seguinte problema de difusao definido sobre um dominio 1D de

comprimento L,

(kL= f  em (0,0)
~k%Y =  em (c L),
v =0, (4.1)
U(L) =0,
Ue™) = Ul(c),
—ki192(c7) = —ka G (c*).

\

O problema é modelado de forma que em uma parte do dominio, ou seja, de (0, ¢)
o parametro de difusdo é denotado por ki, e a outra metade, isto é, de (¢, L) o

parametro de difusao é representado por ks, como mostra a Figura 4.1.

Figura 4.1: Problema de difusao em um dominio 1D.

Para este caso levamos em conta que existe continuidade no ponto = = ¢
da solucao U e do fluxo correspondente. Vamos considerar que kq, ks e f sao

constantes.

Vamos dividir o dominio = (0, L) em dois subdominios, escolhendo um
ponto arbitrario de forma a obter duas regides nao sobrepostas. Para simplificar a
exposi¢ao, tomemos o ponto z = ¢, de modo que obtemos ; = (0,¢) e 2y = (¢, L),

como mostram as figuras em 4.2.
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————
k, f k, f C
u=0 u=0 k, f u=0
® 1 ® I °
0 C L C L
(a) Decomposicdo do dominio em (b) Subdominios ©; e Q5.

dois subdominios.

Figura 4.2: Decomposicao de dominios em problema 1D

Nosso objetivo, assim como em todos os métodos de decomposi¢ao de dominio,
é resolver o problema (4.1.1) resolvendo separamente o problema em cada um dos
subdominios €2; e €2y e trocando informacoes através do ponto de acoplamento.
Entretanto para isto temos que especificar condigoes de contorno para cada um
dos problemas no ponto x = ¢, ja que este é agora uma fronteira para cada um dos
subdominios. Assim, aqui teremos dois sistemas de equagoes adicionais, um para

U; e outro para Us, como seguem.

( 2
—kld G _ f em (0, c)

dx?
U1(0) =0 (4.2)

e uma condi¢ao de contorno em x = ¢

\

( d?
—ks s _ f em (c, L)

dx?
§ Us(L)=0 (4.3)

e uma condicao de contorno em x = ¢
\

Para que a solugao particionada, denotada por (Uy,Us) onde Uy = U, e
Uy = Uq,, coincida com a solugao exata, ¢ necessdrio e suficiente que as condigoes
de contorno a serem definidas nos problemas (4.2) e (4.3) sejam compativeis com

as seguintes condigoes de continuidade

Ui(c) = Us(c) = ue, (4.4)
—kl%(c) = —kg%(C) = ¢ (4.5)

Vamos representar a solucao e o fluxo na interface de acoplamento pelas incégnitas
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U € ., respectivamente, que serao usadas na escrita do problema de acoplamento
como se explica a seguir.

O que faremos a seguir entao é resolver de forma separada os problemas
(4.2) e (4.3). Note que as condigdes de contorno do problema original estao sobre
as fronteiras x = 0 e x = L, dessa forma as condi¢oes de fronteira no ponto x = ¢
em ambos subdominios faltam ser definidas. Esta escolha pode ser feita arbitrari-
amente, ou seja, para este caso temos quatro combinagoes diferentes alternando
entre condigoes de Dirichlet e Neumann em x = ¢ para cada subdominio. A seguir

iremos expor cada caso.

4.1.1 Caso 1: Dirichlet-Dirichlet

Focamos primeiro em ; = (0, ¢), e vamos resolver a equagao original com
condigdo de contorno para x = 0 dada por (4.1.1);, e falta-nos a condicao para
x = c. Vamos decidir neste primeiro caso que em {2; para x = c¢ haverd uma
condicao de contorno de Dirichlet. Desta forma, seja o, a solucao do problema,

vamos impor que no ponto x = ¢, o, tem o valor ¢. Portanto a solucao o, de

2
do,

—k1 T2 = f em (0, ¢)
0) =0 (4.6)
(c)=¢

Oy
Oy
depende de o, como implica o subscrito. Vamos denotar por Q! o fluxo em z = ¢
correspondente a solucao oy, isto é,

Ql(e) =~k e o (4.7

ou seja, o operador aplicado no valor em que corresponde ao dado no ponto z = ¢
nos fornece o fluxo nesse ponto. Em particular, se esse valor ¢ é a solucao do

problema original no ponto ¢, entao o fluxo encontrado devera ser o que corresponde
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ao problema original, e para que (q., u.) satisfaga (4.5), deve satisfazer a equagao
—(c + Qi (Uc> = 0. (48)

Vamos agora focar em s = (¢, L), e iremos resolver a equagado original com
condigdo de contorno em x = L dada por (4.1.1),, e vamos decidir que para x = ¢
em {25 também h& uma condicao de contorno de Dirichlet. E procedendo analoga-

mente ao feito anteriomente, vamos impor que a solucao v, para o problema

2
—k:gdd;@“ =f em (c, L)

Yulc) = p (4.9)
@ZJM(L) =0

tem o valor y no ponto x = ¢. Entao, o fluxo em = = ¢ correspondente a solugao
Y, ¢ dado por,
di,,

Q(p) =~k (0 (4.10)

Com esta notagao, claramente as varidveis de interface (g, u.) que sao solugao do

problema (4.1.1), satisfazem

—qe + Q*(u.) = 0. (4.11)

Para este caso simples Q! e Q% podem ser calculados explicitamente, basta resolver
as equagoes diferenciais (4.6) e (4.9) analiticamente. Assim, podemos caracterizar

os operadores (4.7) e (4.10) como segue pelas fungoes

) = Mo
Qly) = —Lo+ 5, (112)

ko f(L—c)

e e e (4.13)
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De (4.8) e (4.11), chegamos a um sistema de duas equagoes lineares nas incognitas

dc € Uc

= —{qc : c) =0,
Tl(Qmuc) gc + Qc(u ) (4.14)

T2<QC7 uc) = —qct QE(UC) = 0.
Substituindo (4.12) e (4.13) em (4.14) temos um sistema de equagoes algébrico

dado por

1 _k _cof
b o] = ( 2 ) (4.15)
k f(L—c
-1 7% Ue 2

Este sistema denota-se brevemente por Appx = bpp.

4.1.2 Caso 2: Dirichlet-Neumann

Vamos agora continuar aplicando para 2; em x = ¢ uma condicao de con-

torno de Dirichlet. Como j& vimos anteriormente, seja o, solugao para

2
d“o,

—k1 T2 = f em (0, ¢)
7,(0) =0 (4.16)
op(c) = ¢

o fluxo em x = ¢ denotado por Q! é dado por

do
Ql(¢) =~k 22 o (4.17)
Claramente (q., u.) satisfaz a equagao

Agora, para () vamos impor uma condicao de Neumman, entao seja a solucao 1,

para
d*y)
—k‘zd%g:; =f em (¢, L)
—ko—H(c) = 4.19
ky—~(c) = n (4.19)

¢M<L) =0
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denotamos por U? o valor de ¢, em x = ¢, ou seja,

U (1) = ulc) (4.20)

onde p representa o valor do fluxo no ponto x = ¢. Portanto, sendo este valor
correspondente ao valor do fluxo no problema original, esse operador retorna a

solugao do problema original, entao temos a equacao

~U(q.) +u.=0 (4.21)

Como j4 citado anteriormente, para este caso simples Q! e U? podem ser calculados

explicitamente, e sao dados respectivamente pelas fungoes

Qp) = ——p+—, (4.22)

U(p) = (Lk; C)u+f(L2];C)2~ (4.23)

De (4.18) e (4.21), chegamos ao sistema de duas equagoes lineares nas incégnitas

qc € U,
T1\4ec, Ue = —qc+ Q}; Ue) = 07
1(Ge; ue) (ue) (1.24)
TQ(QC; uc) = _M(ZQ(QC) + U, = 0.
ou ainda, em formato matricial
1 -k e _cf
o ¢ =1 2)2 (4.25)
L—c —c
Tk 1 Ue o

Este sistema denota-se brevemente por Apyxr = bpy.
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4.1.3 Caso 3: Neumann-Neumann

Para este terceiro caso, vamos impor para 2; uma condi¢ao de Neumann no

ponto x = c. Seja entao a solugao o, do seguinte problema

2
—ky dd;; = f em (0, c)

0,(0) =0 (4.26)
doy,

—klﬁ(c) =@

denotamos por U} o valor de o, em = = ¢, ou seja,

U (o) = 0,(c) (4.27)

e claramente a solugao do problema (4.1.1) em termos das variaveis (q., u.) satisfaz
a equagao

~U(q.) +u. = 0. (4.28)
Para (), aplicaremos também uma condigao de Neumann. Seja 1, solucao para

d2
—kzgd%“ =f em (c, L)
—sz(C) =L (4.29)

¢u<L) =0

denotamos por U? o valor de 1, em x = ¢, ou seja,

U (1) = ulc) (4.30)

entao, (u., q.) satisfaz a equagao

_uf(QC) + Ue = 07 (431)
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onde os operadores U! (¢) e U?(n) sao dados respectivamente por

Ui(p) = —k%swr%, (4.32)
ey = LoD L2 (433)

De (4.28) e (4.31), chegamos ao sistema de duas equagoes lineares nas incégnitas

Gc € Uc
T1\gc, Ue = _Z/{cl qe) + Ue = Oa
(Ge, ue) (ge) (4:34)
ro(ge, ue) = —UX(qe) +uc=0
entao obtemos o sistema
< 1 G fe
oo ol (4.5
— % 1 Ue 2%

Este sistema denota-se brevemente por Ayyz = byny.

4.1.4 Caso 4: Neumann-Dirichlet

Finalmente, neste ultimo caso, vamos aplicar para €2; uma condi¢ao de con-

torno de Neumann.
W% (0,0)
— = em c
1 dl‘Q )

0,(0) =0 (4.36)

doy,

—k’lw(c) =

onde, U} ¢é o valor de o, em = = ¢, ou seja,

U, (p) = ay(c) (4.37)
de modo que (q., u.) satisfaz a equagao

UHg) — ue =0 (4.38)
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E para €25 uma condicao de Dirichlet.

d*y
—ky dx: =f em(cL)
Yulc) = p (4.39)
¢M(L) =0
onde Q% é o fluxo em z = ¢
dyp
2p) = —ke—= 4.4
Q20 = k.20 ) (4.40
e (¢, u.) obviamente satisfaz
—qe + Q2 (uc) =0 (4.41)

Temos portanto U! e Q% dados respectivamente pelas fungoes

2
U(p) = _k%“Hg_;l’ (4.42)
k _
@y = ;- I (4.43)

De (4.38) e (4.41), chegamos ao sistema de duas equagbes nas incégnitas q. e u,

T1(4c, Uc = _ucl qe +u. = Oa
1(Ges te) (4c) (4.44)
TZ(QCa uc) = —qc + Qg(uc) =0
logo o sistema é dado por
< 1 G fe?
. = f(QL’“ ) (4.45)
k —c
-1 7% Ue B

Este sistema denota-se brevemente por Aypxr = byp.
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4.1.5 Discussao sobre a escolha das condigoes de contorno

Nosso objetivo neste capitulo tem sido mostrar, com este exemplo simples
unidimensional, a aplicacao do método de decomposicao de dominio, Assim, até
aqui temos reescrito o problema original (4.1.1) em dois subproblemas (4.2) e (4.3).
Ao reescrevermos isto tivemos que definir como o ponto x = ¢ se comporta para
cada um dos subdominios em termos do tipo de condic¢ao de contorno que ele vai
fornecer, Dirichlet ou Neumann para (0, ¢) e para (¢, L). Com isto, e empregando
as incognitas (u,, ¢.) chegamos a quatro formas alternativas, porém completamente
equivalentes, de formular o problema de acoplamento.

Em particular, neste problema simples a solugao analitica pode ser calculada
e com isto foi possivel especificar a forma dos operadores envolvidos e com isto a
forma da matriz Axy e do vetor bxy, X,Y = D, N que definem o problema de
acoplamento em termos de incégnitas de interface. Finalmente, para resolver o pro-
blema resta obtermos (u., ¢.) seja por um método direto ou iterativo. No entanto,
em problemas mais complexos onde a solucao analitica nao esta disponivel nao é
possivel caracterizar analiticamente os operadores envolvidos como feito acima, e
portanto nao podemos aplicar métodos diretos dado que nao conhecemos as en-
tradas da matriz Axy nem do vetor bxy, X,Y = D, N. Aqui é onde introduzimos
a necessidade de resolver qualquer um destes sistemas empregando métodos iter-
ativos cuja convergéncia ¢ conduzida por meio da avaliagao do residuo, algo que
sempre pode ser feito. Isto serd discutido com mais detalhe na Secao 4.3.

Por tltimo, veja que temos obtido quatro formas alternativas de resolver o
mesmo problema. Para discernir qual a melhor opcao devemos recorrer a even-
tuais aspectos numéricos associados aos mesmos. Dado que o intuito é empregar
métodos iterativos no processo de resolucao, o desempenho de cada caso, isto é
a convergencia, depende do niimero de condicao da matriz do sistema. Portanto,
estudaremos o nimero de condi¢ao de cada uma das matrizes Axy, X,Y = D, N

em funcao dos parametros fisicos envolvidos no problema.
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4.2 Numero de condigao do problema de interface

Ao resolver um sistema

AX =b (4.46)

usando métodos iterativos podemos ter problemas de convergéncia, e isto estd
relacionado com o nimero de condi¢cao da matriz A como definido a seguir.
Seja A uma matriz quadrada nao singular. O ndmero de condi¢ao de A

relativo a norma natural ||-|| é dado por
K(A) = [|Af[[ A~ (4.47)

A matriz A é dita bem condicionada se K (A) é pequeno, e serd mal condicionada se
K(A) é grande, no segundo caso isto implica que pequenas pertubagoes relativas
ao vetor b produzirao grandes pertubagoes no vetor solucao x. Podemos dizer
ainda, que este comportamento do K (A) nos dird a respeito da convergéncia de um
método iterativo na resolucao do sistema de equagoes. Para os casos apresentados
na secao anterior, onde conhecemos as entradas da matriz A, o calculo do niimero

de condicao em cada caso resulta no seguinte

Caso 1 : Dirichlet-Dirichlet (ver subsegao (4.1.1))
k\? ko \’
K(App) =1/2 — .

(App) \/+(c> +(L—c>
2 2 2
L — L—
kac 49 (L—c¢)c N ki (L —c) (4.48)
k’QC—i—]{?lL—l{lC sz—i—k‘lL—kﬁlC k?gC+k?1L—k‘1€

Caso 2 : Dirichlet-Neumann (ver subsecao (4.1.2))

AN
]{32 C

2 2 2
9 ]{520 i (L — C) C 4 ]{31]{32 (449)
k’QC —+ le — klc kQC -+ ]{ZlL — k;lc k’QC —+ le — ]{310
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Caso 3 : Neumann-Neumann (ver subsecao (4.1.3))

¢\’ c—L\?
K(Ann) = 2+(k_1) +( k2 ) .
ki ko ? ki (L —c) 2 kyc 2
\/2 <I€QC+ kL — k‘lc> + (k;26+ ki L — kyc + lege + L — Frc (4.50)

Caso 4 : Neumann-Dirichlet (ver subsegao (4.1.4))
2 2
C k'g
K(Anp) = ¢/2 — .
(Anp) \/+<k1) +<L—c)

2 2 2
L — L—
/{?1]{?2 19 k'l ( C) i ( C) Cc (451)
kQC + k’lL — klc kQC -+ le — klc kQC + le — klc

A partir dos nimeros de condicao, graficamos em cada caso, a relagao entre

o nimero de condi¢ao em funcao dos parametros nao dimensionais L;c e Z—; Note
que L é o tamanho do intervalo e é um parametro fixo, entretanto ¢ é um ponto
arbitrario que é escolhido para particionar o dominio (este parametro pode estar
fixo dependendo se particionarmos exatamente onde o valor de k muda, como
neste caso), e ainda k; e ko os parametros de difusao sao valores que dependem
do problema em questao. Logo, estes parametros nao dimensionais servem para
estudar o comportamento dos diferentes sistemas de equagoes, através do niimero
de condicao, frente as diferentes combinacoes possiveis dos mesmos.

Na Figura 4.3 expomos os graficos com comportamento do niimero de condi¢ao

L—c

em cada subproblema em func¢ao de =—=. Para cada caso temos a situagao em que

LT_C tende a zero, ou seja, para med(£2;) > med({);) e em que tende a infinito, ou

seja, med(€2y) < med(€2s).
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Caso 1. (Dirichlet-Dirichlet)
T T

Caso 2. (Dirichlet-Neumann)

(a) Caso 1. (Dirichlet-Dirichlet).

(b) Caso 2. (Dirichlet-Neumann).

Caso 4. (Neumann-Dirichlet)

10

Caso 3. (Neumann-Neumann) 10°
T

10° 10° 10" 10" 10 10 10 10

Ll
| S
L}
~
|
i

o
a

(c) Caso 3. (Neumann-Neumann) (d) Caso 4. (Neumann-Dirichlet).

L

Figura 4.3: Numero de condigao em fungao da relagao =< para cada caso.

Assim sendo, ha situagoes em que dependendo do quanto um intervalo é
maior que o outro, o numero de condicao tende ao infinito, o que do ponto de
vista computacional nao é interessante ja que significaria que teriamos problemas
na resolugao do problema empregando um método iterativo, ou seja, teriamos uma
convergencia lenta nos casos de alto nimero de condi¢ao. A Tabela 4.1 resume o
que ocorre com o numero de condicao nos casos limites em cada situacao.

Note que no caso 3 (Neumann-Neumann), o nimero de condigdo é menos
sensivel em relacao ao tamanho dos subdominios 2; e )y, ou seja, se mantém

limitado para toda a faixa de valores de

L;C. Por outro lado, ha situacoes nas

quais o nimero de condicao tende ao infinito dependendo do tamanho de €2; ou
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Tabela 4.1: Comportamento do ntimero de condi¢ao em casos extremos de

Q.

L—c

Alternativa | K(A) para == — 0 | K(A) para % — 00
Caso 1: App 9 )

Caso 2: Apn Limitado %)

Caso 3: Ann Limitado Limitado

Caso 4: Anp %) Limitado

L—c
Pt

Por sua vez, a situacao da Figura 4.4 se refere a quando % tende a zero, ou

seja, quando se tem k; < ko e ainda quando

se tem ki > ko.

0.

107

10"

Caso 1. (Dirichlet-Dirichlet)

by
ko

Caso 2. (Dirichlet-Neumann)

tende a infinito, ou seja, quando

(a) Caso 1. (Dirichlet-Dirichlet).

Caso 3. (Neumann-Neumann)

5t

|
N

Caso 4. (Neumann-Dirichlet)

10 10

2. (Dirichlet-Neumann).

5

5

o 2
e,

(c) Caso 3. (Neumann-Neumann).

(d) Caso 4. (Neumann-Dirichlet).

Figura 4.4: Numero de condi¢ao em func¢ao da relagao Z—; para cada caso.

Assim como nos gréaficos apresentados anteriormente, aqui também existem
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situagoes em que o numero de condicao se mantém limitado e situagoes nas quais

tende a infinito. Os resultados estao resumidos na tabela 4.2

Alternativa | K(A) para % — 0 | K(A) para % — 00
Caso 1: App %) 00
Caso 2: Apn Limitado 9
Caso 3: Ayn Limitado Limitado
Caso 4: Anp 9 Limitado
Tabela 4.2: Interpretacoes sobre os graficos em funcgao de Z—;

Aqui também, no caso 3 (Neumann-Neumann), o nimero de condi¢ao se

mantém limitado para toda a faixa de valores de Z—; Vé-se entao que para este
problema, onde se é possivel escolher quais condig¢oes de contorno usar, a opgao em
que o comprimento do intervalo e os valores dos parametros de difusao nao afetam
o numero de condicao é dada pelo caso 3, e seria a mais interessante de forma a

termos uma formulagao numérica mais robusta.

4.3 Acoplamento em um problema heterogéneo 1D-3D

Nesta secao aplicaremos as idéias introduzidas nas se¢oes anteriores ao pro-
blema de acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos. Para tal, con-
sidere o esquema da Figura 4.1. Vamos assumir que por alguma razao referente a
modelagem do problema, os fenémenos em €2; = (0, ¢) devem ser descritos no es-
paco tridimensional, para o qual recorremos a um modelo 3D, como mostra a Figura
2.1. Note que a estratégia de decomposicao de dominios apresentada na Secao 4.1,
pode ser facilmente aplicada a um modelo dimensionalmente heterogéneo, de fato,
assim como na Secao 4.1 o dominio 1D foi dividido em dois subdominios, agora o
dominio dimensionalmente heterogéneo é visto como dois subdominios 1D e 3D,

como se vé na Figura 4.5.

62



Figura 4.5: Particao em subdominios 1D e 3D

Vimos nos Capitulo 2 que no problema acoplado as condic¢oes de acoplamento
sao naturalmente obtidas através da formulacao variacional do problema, e estas
nao sao vistas como condi¢oes de contorno. Neste capitulo, vimos que podemos
separar, em algum sentido, ambos os problemas, de maneira a dar uma outra
interpretacao as condigoes de acoplamento que passam agora a ser condigoes de
contorno sobre cada um dos problemas.

Resulta mais que evidente que os modelos acoplados podem ser tratados
como dois problemas separados, dentro do contexto da metodologia apresentada
de decomposi¢ao de dominio, ja que a particao do dominio original é feita natural-
mente no ponto onde os modelos heterogéneos estao acoplados. Portanto, vamos
fazer uso dessa metodologia pra resolver o problema (2.35) , de onde obtemos as

seguintes equagoes

(
d*u
S w=h em (0,D),
d
%(L) =0 emzx =L,
—AU3 + usg = f3 em Q,
Vus-n= sobre 0Q \ I’
d
A= %(O) emz =0
1
u1(0) = —/U3dF, emz =0
AJr
—@(O) = —Vus-n sobre’
N dx B ’ '

Para aplicar a estratégia proposta, o procedimento é equivalente ao utilizado

no problema 1D-1D, da Secao 4.1. Note que a metodologia apresentada pode ser
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resumida em quatro passos. Comecamos definindo ¢. e u. o fluxo e a solucao,
respectivamente, na interface de acoplamento como as variaveis para as quais se
estabelece alguma equacao de continuidade (Passo 1). Escolhemos condigoes de
contorno sobre I' para cada subdominio (Passo 2). Configuramos o sistema de
equacgoes para u. e ¢. definindo os operadores correspondentes a cada subdominio
(Passo 3). E por ultimo, resolvemos iterativamente o sistema correspondente para
encontrar as variaveis de interface (Passo 4).

Entao, analogamente ao feito anteriomente vamos dividir o problema em
dois subdominios ©; = Q2 e Qy = (0, L). De modo que para €y correspondem as
seguintes equacoes

(

—AU3 + ug = f3 em Q,
Vus -n=0 sobre O\ T (4.52)

e uma condi¢ao de contorno sobre I'.
\

Se escolhermos aplicar uma condi¢ao de contorno de Neumman sobre I' de-

notada por 7, isto é, seja uz solucao para (4.52), temos

(

—Au;g + us = fg em Q,

Vus -n=0 sobre OQ\ T, (4.53)

Vus -n=r sobre I
\

entao, para qualquer v € R o operador associado ao modelo 3D é dado por

U(y) = % /F ugdl, (4.54)

de modo que deve satisfazer a equacao de interface

~U*(qe) + ue = 0. (4.55)
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Por outro lado, aplicando uma condi¢ao de contorno de “Dirichlet” dada por
L, temos que

—Au:g + us = f3 em Q,

Vus -n=0 sobre OQ\ T,
] (4.56)
1 /F usdl’ =y sobre I,
kVu3 ‘n=2~0 sobre I
onde
Q*(u) =10 (4.57)

¢é o operador para o fluxo correspondente a solucao e claramente deve satisfazer a

equacao de interface

—q. + Q*(u.) = 0. (4.58)

Observe que antes da (4.56) se tem colocado “Dirichlet” embora o problema
(4.56) nao seja um problema de Dirichlet em relagdo a informagao de contorno
imposta sobre I'. Neste caso, a informagao é de Dirichlet no sentido dado pelo
modelo 1D, isto é, no sentido de impor um valor real i sobre I' que corresponda
ao valor médio da solucao nessa interface.

Para ()5, as equagoes sao dadas por

d*u
__dle + Uy = fl e1m (O, L),
d
%(L) =0 emxz =L, (4.59)
e uma condicao de contorno em x = 0.

\

Os operadores para o {23 sdo dados como anteriormente (veja Segao 4.1), isto
é, se impusermos o valor ¢ como condi¢cao de Dirichlet em z = 0, o fluxo que

corresponde a solugao u; do problema (4.59) é dado como segue

Q' () = — 1) (4.60)

Cdr
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ou, por outro lado, impondo uma condi¢ao de contorno em x = 0 de tipo Neumann

dada por p, denotamos por U o valor de u; em x = 0, ou seja,

U'(n) = ui(0). (4.61)

Com a condicao de contorno escolhida, fazemos uso dos operadores para
definir o sistema de equacoes correspondente ao Passo 3, de acordo com a metodolo-
gia proposta. Obviamente, com dois subdominios obtemos um sistema com duas
equagoes, como na Sec¢ao 4.1. A tnica diferenga com o feito na Segao 4.1, onde
obtemos os sistemas de equagoes (4.15), (4.25), (4.35) e (4.45), é que o operador
para §2; envolve a solucao de um problema em 3D, e encontrar a forma analitica
dos operadores Q% ou U? nao é possivel no caso geral. Como encontrar a forma
deste operador envolve a resolugao de um problema variacional, vamos fazer uso do
método de elementos finitos para aproximar a solucao e como dito anteriormente,
aqui nota-se a necessidade do uso de um método iterativo para resolver o sistema
de equacoes, ja que do fato de nao ter a forma explicita do operador nao podemos
calcular a priori a matriz A e nem o vetor b.

No Capitulo 5, vamos apresentar alguns métodos iterativos que podem ser
usados para resolver o sistema obtido apds escolher uma condicao de contorno para
cada subproblema e montar o sistema de equagoes correspondente, o que sera feito

no capitulo seguinte.
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Capitulo 5

Estratégias de resolucao iterativa para o

problema de interface

Neste capitulo vamos apresentar alguns métodos iterativos com o intuito de
resolver o sistema linear resultante apds escolha de condicoes de contorno para o
problema de acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos, conforme

discutido no Capitulo 4.

5.1 Montagem explicita do sistema de equacgoes

No capitulo anterior dissemos que do fato de nao termos a forma explicita do
operador associado ao modelo 3D nao podemos calcular a priori a matriz A e nem
o vetor b de forma numérica. Entretanto, existe uma possibilidade de se construir
a matriz A e o vetor b de forma numérica. Para tal, considere o caso 1 da subsecao

4.1.1, no qual obtivemos o sistema de equagoes (4.15), isto é

-1 A . b
1 q _ 1 (5.1)
—1 AQ Ue bg
onde Aju, + by = Q!, dada a equagao
g — Qi(uc) =0 (5.2)
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e Aqu. + by = Q2 de

qe — Q*(u.) = 0. (5.3)

Se impusermos u,. = 0, obtemos
QL0) =t (5.4)

de fato, neste caso especifico em que ja conhecemos a forma explicita do operador,
note que
k cf
1 1
Ue) = —— U o
Qc( c) c c 9

cf
27

(5.5)

Q:(0) (5.6)

que é exatamente o fator que corresponde a b; no sistema. Procedendo de forma
andloga, encontramos o valor de by, fazendo u, = 0 e substituindo no operador Q>

dado como segue

Q*(u,) = Up — —— b, (5.7)

Q*(0) = —L— . (5.8)

Assim, construimos o vetor b correspondente ao sistema. Agora, fazendo f =0 e

u. = 1, temos

k
Q1) =—— (5.9)
analogamente
k
2(1 2 1
Q0¥(1) = 72 (5.10)

obtendo assim A; e A correspondentes ao sistema (5.1). Desta forma temos explic-
itado os coeficientes da matriz A e do vetor b e portanto podemos aplicar qualquer
método de resolucao para o sistema correspondente, direto ou iterativo. Isto pode-
ria ser aplicado também para o nosso caso, onde buscamos resolver um sistema

linear resultante da aplicagao do método de decomposicao de dominio para mod-
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elos dimensionalemnte heterogéneos. Note que no caso geral devemos resolver um
problema aproximado para determinar cada coeficiente do sistema de equagoes. No
caso de dois subdominios (sejam eles dimensionalmente homogéneos ou heteroge-
neos), isto implica resolvermos de maneira aproximada quatro problemas para
montar a matriz A e o vetor b. Entretanto, a medida que aumenta a complexi-
dade do problema, o nimero de equagoes também aumenta, e com isto aumenta o
niumero de problemas que devemos resolver para montarmos o sistema de equacoes
de forma explicita. Por esse motivo, vamos recorrer aos métodos iterativos livres

de matriz que, no balanco, possam oferecer uma solucao mais barata.

5.2 Métodos iterativos livres de matriz

Em funcao do visto na secao anterior e do discutido ao longo do Capitulo
4, vamos continuar admitindo que no problema de interface com o qual estamos
lidando nao conhecemos a matriz A nem o vetor b. Deste modo, devemos recorrer
a uma estratégia na qual nao se faca uso destes elementos explicitamente. Assim
sendo, neste capitulo estudaremos métodos numéricos iterativos para resolver sis-
temas de equagdes, focando em sistemas cuja forma é do tipo da equagao (5.1) (ou
equivalentes de acordo com as condigoes de contorno escolhidas), porém onde nao
se conhecem A nem b. Em particular, colocaremos estes métodos de forma que
somente seja preciso avaliar o residuo nas equacoes, coisa que sempre é possivel de
ser feita. De fato, sempre podemos calcular, por exemplo, a seguinte quantidade

e =71(z)) = b — Az = ¢" — QL (uh) (5.11)

(& C

a partir da resoluc¢ao, no nosso caso de forma aproximada, da equacao (5.2), que
corresponde a primeira linha da (5.1).

Em outras palavras, esta abordagem consiste em considerar métodos itera-
tivos “livres de matriz” no sentido que nao é necessario conhecer a matriz para ser

aplicada em um dado vetor, mas em lugar disso precisamos avaliar o residuo nessa
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dada direcao. Sendo vy uma direcao dada, isto consiste em obter Avy a partir de

Avg = r(xo + vg) — r(x0) (5.12)

onde vy é um vetor fixo.

5.2.1 Métodos iterativos classicos

Determinar a solucao de um sistema linear por métodos iterativos, implica
em transformar o sistema dado em um outro sistema onde possa ser definido um
processo iterativo e mais, que a solucao obtida para o sistema transformado seja
também solucao do sistema original, isto €, os sistemas lineares devem ser equiva-
lentes.

Como ja dito anteriormente, tais métodos sao menos custosos que os exatos,
por exemplo, quando a matriz dos coeficientes é uma matriz esparsa eles ainda sao
mais economicos no sentido que utilizam menos meméria do computador. Além
disso, possuem a vantagem de se auto corrigir se um erro é cometido.

Resolver um sistema linear do tipo

Ax=b (5.13)

por um método iterativo implica em construir uma sequéncia de aproximantes da
solugao, cada uma das quais é obtida a partir das anteriores pela repeticao do
mesmo tipo de processo. Um método iterativo é estacionario se cada aproximante
¢é obtido do anterior sempre pelo mesmo processo, ou seja, a solugao do sistema
é obtida tomando o limite de uma sequéncia {z;} e envolvem geralmente a ma-
triz A apenas através de multiplicagoes por vetores dados. Geralmente, qualquer
método iterativo é baseado em uma decomposicao adequada da matriz A, como
por exemplo

A=P— N com P nao singular. (5.14)

Suponhamos entao, que o sistema Ax = b tenha sido transformado em um sistema
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original equivalente da forma

Pz =Nz +b. (5.15)

Seja zp uma aproximacao inicial para a solugdo Z de (5.15). As aproximagoes
sucessivas xj para a solucao & podem ser obtidas usando o processo estacionario
definido por

Se a sequéncia xj converge para I entao & coincide com a solucao x de Ax = b.
Com efeito, seja

er =x, —x ,B=P7IN, (5.17)

podemos deduzir a partir de (5.16) na equacao de erro

er, = Bxj_1 = BFe (5.18)

onde ey é o erro inicial. Portanto B ¢ identificada como a matriz de iteragao
associada a (5.16).
A iteracao xy converge para a solugao x de (5.13) para qualquer vetor inicial

To se, e somente se, o raio espectral da matriz de iteracao B satisfaz

p(B) < 1. (5.19)

Nas subsecoes que seguem apresentamos trés métodos iterativos, dois con-
siderados classicos, o método de Jacobi e Gauss-Seidel e a seguir o método de

Richardson.

5.2.2 Método de Jacobi

O método de Jacobi é talvez o método iterativo mais simples, e pode ser

definido para matrizes com elementos nao-nulos na diagonal. Vamos considerar
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que a matriz A de (5.13) é representada da seguinte forma

Ug
A= Dy . (5.20)

L

onde Dy é a diagonal de A e Ly, Uy sao matrizes triangular inferior e superior

formada pela parte inferior e superior, respectivamente, da matriz A, isto é,

A=L+D+U, (5.21)
onde,
Qij, > 75 Qij, 1= J; aij, ©<J;
=93 ody=q o= (5.22)
0, i<j. 0, i#j. 0, i>j.
ou em forma matricial
0 0 Ua
L= 0 , D= Dy , U= 0 : (5.23)
L4 0 0

Supondo det(D) # 0, podemos transformar o sistema original em

(L+D+U)x=0b
= Dr=—(L+U)x+bh

=z =-D""(L+U)x+ D 'b. (5.24)

que estd na forma (5.16) com P =1, N=—-D"Y(L+U)eb=D"'.

O processo iterativo definido por

Thy1 = —Dil(L + U)SL’k + Dilbl, (525)
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é chamado método de Jacobi. A matriz de iteracdo do método de Jacobi é,
portanto,

Ay:=-DYL+U). (5.26)

Fazendo, [D71]; = %, para um elemento ¢ qualquer temos
ij

A

1 n
j=1

i

A partir de agora, quando fizermos uso do x; como um vetor com indices
vamos usar o k referente a iteracao como supra-indice. J& quando falarmos do =
como um vetor inico, o k sera escrito como sub-indice. Como ja dito anteriormente,
aqui nos interessa usar o método iterativo livre de matriz, de forma que definindo
o vetor residual como feito em (5.11), entdo o processo iterativo pelo método de

Jacobi pode ser definido como

Tpr1 = o(xy), (5.28)

onde para o caso mostrado no Capitulo 4 este processo serd como define a equagao
(5.29)
et = Qo(ug)

ubtt = U (qF)

(5.29)

Note que quando se aplica o método de Jacobi, cada componente no novo

vetor 11 é calculada independentemente das outras, ou seja, no sistema (5.29)

k+1

k+1 ainda é usado o valor atrasado de ¢*. Isso sugere que

por exemplo, ao calcular u
a convergéncia pode ser acelerada se ao calcular x;,; forem exploradas as novas
componentes x . Esta atualizacao da origem ao método de Gauss-Seidel.

O algoritmo deste método é apresentado a seguir
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Algoritmo 5.2.1: Método de Jacobi

1 Entrada: Definir zy = 2(0)
2 Saida: 7y
3 enquanto o resultado nao convergir faca

4 para k=1,... faca

5 Tp41 =0 (Ik)
6 até que a convergéncia ¢é alcancada
7 fim para

8 fim enqto

5.2.3 Método de Gauss-Seidel

Suponhamos que o sistema linear (5.13) seja escrito na forma

(L*+I1+U")x=0b. (5.30)

onde, por hipétese dado que a;; # 0, pois det(D) # 0, podemos entdo decompor a
matriz A dividindo pelo correspondente elemento da diagonal principal.

Tranformamos entao esse sistema como segue

(L* + Dz = —U'z + by

=sz=—(L"+ 1)U s+ (L* + 1) ' (5.31)

que estd na forma (5.16) com P =1, N = —(L*+1)"'U* e b= (L* + I)"".

O processo iterativo definido por

Tepr = — (L + 1)U e+ (L + 1)y (5.32)

¢ chamado de método de Gauss-Seidel e a matriz de iteragao deste método ¢é

Acs == —(L* + I)~'U". (5.33)
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De modo que para um elemento 7 qualquer temos

1 7 n—1
k+1 _ o k1 Lk
zi = — b; g aij T E ai; Ty | - (5.34)
" j=1 j=i+1

Analagomente ao feito para o método de Jacobi, o processo iterativo como o

algoritmo livre de matriz é dado como segue

Thy1 = 5’(1’k,£€k+1), (535)

e para o exemplo especifico mostrado no Capitulo 4, as equagoes sao dadas como

k+1 Ql( )

k+1 ul( k+1)

(5.36)

Podemos notar que como dito anteriormente esse método utiliza para o cél-
culo de uma componente de x;,; como o valor mais recente para o calculo das

demais componentes. O algoritmo esta descrito a seguir.
Algoritmo 5.2.2: Método de Gauss-Seidel

1 Entrada: Definir zy = z(0)
2 Saida: xp4
3 enquanto o resultado nao convergir faca

4 para k=1,... faca

5 Thy1 = 0(Th, Thpr)
6 até que a convergéncia é alcancada
7 fim para

8 fim enqto

Nesta secao vimos métodos iterativos cuja caracteristica comum é que nao
possuem garantia de convergeéncia, e se possuirem a convergéncia serd garantida no
limite £ — oco. A seguir exploraremos métodos mais sofisticados visando melhorar
as propriedades tedricas de convergéncia, o que nos permitirda discernir melhor

acerca do uso de métodos iterativos para nosso problema.
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5.3 Métodos iterativos com propriedade de terminacao finita

Algumas das técnicas iterativas existentes para resolucao de sistemas lineares
de grande porte utilizam, de alguma forma, uma projecao. A projecao representa
uma forma canonica de se extrair uma aproximacao da solucao de um sistema
a partir de um subespaco (neste caso, serd denominado subespago de Krylov).
Nesta secao, serao vistos alguns métodos baseados em subespagos de Krylov e seus
respectivos algoritmos.

A caracteristica comum dos métodos apresentados nesta secao é que em
aritmética exata todos eles possuem a propriedade de terminacao finita, isto é, a
solucao do sistema de equagoes é obtida apds um nimero finito de passos. Esta
caracteristica ¢ muito desejada, sobretudo ao comparar estas metodologias com os
métodos classicos vistos na Secao 5.2.1, para os quais a convergéncia € alcancada

somente no limite das iteracoes indo para infinito.

5.3.1 Subespaco de Krylov

Um método geral de projegao para resolver sistemas lineares do tipo (5.13)
obtém uma solucao aproximada de um subespaco de R™, que denotaremos por
IC. Se a sua dimensao for m, entao precisamos de m restrigoes para obter uma
Unica solucao nesse subespago. Uma maneira tipica para obter essas restrigoes é
impor m condigoes de ortogonalidade. Mais especificamente, impomos que o vetor
residuo b— Ax seja ortogonal a m vetores linearmente independentes. Estes vetores
definem outro subespaco de dimensao m, chamado subespaco das restricoes.

Assim, este tipo de método obtém uma solucao aproximada z,, do sistema
Ax = b, de um subespaco afim zq + K,,, de dimensao k, impondo a condicao

conhecida como condic¢ao de Petrov-Galerkin

b— Az, L Gy, (5.37)

onde C,, é outro subespaco de dimensao m, xy é um ponto inicial arbitrario que
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aproxima a solucao e b— Az, é o residuo no passo m que denotaremos por 7,,. Em
cada passo atualizam-se C,,, C,, e x¢ € o 1iltimo x,, achado. Os métodos baseados
em subespaco de Krylov estao fundamentados nesse tipo de idéia. O subespaco

IC,, denominado subespago de Krylov

Ko (A, 1) = span{rg, Arg, A%rg, ..., A" 'rg}. (5.38)

O método geral de projecao gera uma sequéncia tal que o k-ésimo termo iterado

satisfaz
Uy € Up_1 + Ky (539)
entao,
k—1
U = QpUg—1 + Z ag,_ A'ro, (5.40)
i=0

com ay, e af_, constantes reais. Por outro lado,

k—2
Up—1 € Up—g + Kp_1 = Up—1 = AQp_1Uk—2 + Z 042_214%“0. (541)
i=0
Substituindo (5.41) em (5.40), obtemos
k—1
Up = Ak, Ug—2 + Z Br_1A"rg (5.42)
i=0
e continuando com esse processo, em k passos temos
k-1
U = Cug + Z YiA'ro, (5.43)
=0
sendo ¢ e v;(Vi) constantes reais. Logo,
up € ug + span{rg, Arg, A%rq, ..., AFrg}. (5.44)

Portanto, se zy é uma solucao aproximada para o sistema Ax = b, os métodos
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iterativos baseados no subspaco de Krylov satisfazem

up € up + Kp(A,rg), comk=12,... (5.45)

Note que K;(A,r9) C Kjr1(A,19) Vm € N. Assim,o subespaco de Krylov

contém os subespacos obtidos nas iteracoes anteriores.

5.3.2 Método de Arnoldi

O processo de Arnoldi é um algoritmo para a construcao de uma base or-
togonal do subespaco Ki(A,ry) = span{rg, Arg,..., A¥ Iry}, tal que Ki(A, 1) =
span{vy, vg, ..., v . Em aritmética exata um variante do algoritmo na forma livre

de matriz é dada como segue
Algoritmo 5.3.1: Método de Arnoldi

1 Entrada: Escolha um vetor v; de norma 1, v; =
2 Saida: z;
3 paraj=1:k faga

4 hij = (r(xo +vj) — r(20), ;)

5 parai=1:j faca
6 w; = (o +v;) — (o) — Y1 hijvi
7 hjsrg = llwjll2
8 se h;;1; = 0 entao
9 pare
10 fim se
Y
11 Vj+1 = m
12 fim para

13 fim para

No algoritmo anterior aritmética exata foi assumida, ou seja, fez-se uso do
processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, onde todos os escalares, que sao
utilizados para multiplicar os elementos da base ja existente, sao calculados us-

— N B N i
ando o mesmo valor de w; = r(zg + v;) — r(xg) — Y1, hijv;. Esse procedimento
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é numericamente instavel, na pratica, muito pode ser ganho com a utilizacao da
modificacao de Gram-Schmidt ou o algoritmo de Householder, em vez de o algo-
ritmo de Gram-Schmidt padrao. Com a alternativa de Gram-Schmidt modificado,

o algoritmo é dado da seguinte maneira
Algoritmo 5.3.2: Método de Arnoldi modificado

1 Entrada: Escolha um vetor v; de norma 1, v; =

lIoll

2 Saida: z;
3 paraj=1:k faga
4 wj = r(xo +v;) — 1(20)

5 para i =1: k faga

6 hi,j = (U}j, UZ')
7 W; = Wj; — hi]”l}i
8 fim para
oy = [wll2
10 se h;y1; = 0 entao
11 pare
12 fim se

_ W
13 Vjy1 = m

14 fim para

5.3.3 Método GMRES

O método de residuo minimo generalizado (GMRES) é um método de pro-

jecdo em um subspaco de Krylov KCr(A, 19), ou seja, (x, xo) € Kr(A, 1), € 0 espago

T0

ol Esta técnica consiste em

de restri¢oes dado por L = AKk(A, 1) e com vy =
minimizar a norma residual sobre todos os vetores xy+ K. Para resolver o sistema
(5.13), seja qualquer valor inicial xy é calculado o residuo inicial, ro = b — Axg e
assim, o residuo 7, é ortogonal a AKC,(A,1g), ou seja, r, L AKk(A,ry). Com isso
o GMRES assegura que o residuo, a cada iteracao, nao aumentara, no pior caso
o residuo das novas iteragoes sera igual aos das anteriores, como a cada passo o

espago de busca estd aumentando, mesmo depois de alguma estagnagao, o método
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deve encontrar uma direcao melhor. Qualquer vetor x em xy + Kj pode ser escrito
como

r=x0+ Viy (5.46)

onde y é o k-ésimo vetor. Definindo

J(y) = [Ib = Az[lz = [|b — A(zo + Viy)|l2, (5.47)

e ainda sendo Vj,; uma matriz cujas colunas formam uma base ortornomal para
K11 e Vi uma matriz cujas colunas formam uma base ortornormal para IC (A, ro),

entao usando a seguinte relagao de Arnoldi, AV = V.1 Hy, temos

b—Ar = b— Az + Viy)
= 19— AVy
= 19— ViiHry
= |[Irollev1 — Vi1 Hry
= |I7oll2Vi+1ier — Vipr Hiy

= Vi1(Ber — Hiy) (5.48)

mas Vi1 = 1, uma vez que suas colunas sao vetores ortornormais, logo de (5.47),

temos

J(y) = ||Ber — Hyyllz, (5.49)

A aproximacgao dada por GMRES é o tinico vetor de x¢ + Ky que minimiza (5.47).
De (5.46) e (5.49), esta aproximagao pode ser obtida simplesmente como zy = xo+
Vi.y onde y, minimiza o funcional (5.49), ou seja, implica em resolver o problema

de minimos quadrados dado por

Tp = xo + Viyr onde (5.50)

yr = argmin, ||Be; — Hyy/o. (5.51)
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Haverda um momento em que H(k + 1,k) = 0, isso significa que o novo vetor

calculado pertence ao espaco de Krylov anterior, ou seja, w € Kp(A,rg). Neste

momento chega-se a solucao do sistema linear. O minimizador y; é barato para

calcular uma vez que requer a solucao de um problema de minimos quadrados

(k+1) x k, onde k é normalmente pequeno. Isto d& o seguinte algoritmo.

Algoritmo 5.3.3: GMRES

1 Entrada: Dado zg

2 Saida: z;

s Caleule (X)), faca Z = ||r(Xo)]|2, ¢ vy = 20

Z

4 para j=1:k faca

5

6

10

11

12

13

14

wj = r(Xo) = r(Xo + v;)
parai=1:j faga

H;j = (wj, vi)

U}j = wj — Hijvi
fim para
iy = |lwgll2-
se Hj;1; = 0 entao

faca k = j e va para o passo 11
fim se

wj

Vi1 = 71—
J+l Hji1,j

15 fim para

16 Defina (k + 1) x k a matriz de Hessemberg Hy, = {H; ; }1<i<mi<j<m

17 Compute yi, o minimizante de [|ze; — Hyy|2

18 Faca Xj, = Xy + Viyi, onde as colunas de V), sao os vetores v; computados

através das iteragoes.

5.3.4 Método BICGSTAB

rt residuo ortogonal com relagao a outras linhas de vetores rg, r1, .

versa, 1 ¢ ortogonal com respeito a rg, 7, . . .

O método do gradiente biconjugado estabilizado (BICGSTAB) constréi um
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solugao do sistema de equacoes dentro de no maximo n passos, mas nao ha nenhuma
propriedade de minimizacao como em GMRES para etapas intermediarias.

Com isso, para o algoritmo do BICGSTAB nao ¢é preciso calcular AT | como
acontece no caso de gradientes conjugados quadrados, ou seja, assim como o GM-
RES este é um método que nao precisa da matriz transposta A”. Vejamos o
método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado, que é relacionado ao algoritmo
da Bi-Ortogonalizagao de Lanczos. A descrigao do algoritmo em formato livre de

matriz é a seguinte.
Algoritmo 5.3.4: BICGSTAB

1 Entrada: Dado zg

2 Saida: z;

3 Compute 7o = b — Axg; r arbitrario
4 Po=To

5 para j =0,1,... faga

6 até a convergeéncia
— (Tjﬂn)ok)

T 4T Glotp)—r@)rg)

8  s;=r1;—a;(r(zo+p;) —7(20))
L (r(zo+s;)—r(zo0),s;)

9 Wi T Glaots) —r(@o)r(@ots;)—(@0))

10 ijrl = .Tj -+ oszj + UJij

1 i =s; —wi(r(zo + 55) — 1(20))

B = (ri+1,74) o5
=

12
(rjrg) wj

13 piy =i+ Bi(p; — wi(r(zo + pj) — r(20))

14 fim para

5.4 Discussao sobre as metodologias propostas

Neste capitulo revisamos cinco métodos que poderiam ser usados para re-
solver o sistema linear que surge, ao utilizar a metodologia de decomposicao de
dominio proposta no capitulo anterior no caso de formulacoes matemaéticas envol-

vendo modelos dimensionalmente heterogéneos. No caso de sistemas algébricos
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com poucas equagoes de interface (duas no caso trivial do exemplo visto na Segao
4.3), poderiamos fazer uso de qualquer um dos métodos citados nas segoes ante-
riores. Entretanto, quando aumenta a complexidade do problema, a quantidade
de equacoes de interface também aumenta. Nestas situacoes, dos métodos vis-
tos o GMRES é o método mais barato, dado que sua convergéncia é garantida
em no maximo n iteragoes, com n o numero de dimensao do problema (ntimero
de equagdes de interface). Além disso, quando comparado com o BICGSTAB, o
GMRES implica resolver cada dominio (cada componente) uma tnica vez por ite-
racao, enquanto que o BICGSTAB requer resolver cada dominio duas vezes por
iteracao. Sendo assim, faremos uso do GMRES para resolver o sistema obtido para

o problema deste trabalho.
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Capitulo 6

Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentamos a solu¢gao numérica do problema de acoplamento
proposto neste trabalho aplicado a diversas situagoes a fim de mostrar o desem-
penho da metologia estudada, antes porém, apresentamos a solugao calculada passo
a passo para um exemplo com solucao analitica. Na Secao 6.1 fazemos algumas
consideracoes sobre qual condi¢ao de contorno vamos usar ao decompor os dominios
e nas secoes que seguem discutimos os resultados numéricos para o problema em

questao e demais exemplos.

6.1 Consideragoes preliminares

No Capitulo 4 apresentamos o método de decomposicao de dominio, a princi-
pio para um problema 1D-1D e, para este caso simples, estamos livres para escolher
as condigoes de contorno como visto nas Segoes 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4. No caso do
acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos (1D-3D) ao escolhermos
aplicar uma condic¢ao de contorno do tipo Neumman (4.53) implica em satisfazer
a equacao de interface dada por (4.55) onde o fluxo é dado como em (4.53),. Ja
a escolha de uma condigao de contorno do tipo Dirichlet (4.56), que implica em
satisfazer uma equagao do tipo (4.58), implica em impor a solugdo média em I'
(4.56), e fazer isto nao é algo simples. Note que a equagao resultante de impor
uma condicao de contorno deste tipo é algo idéntico ao que ja nos deparamos ante-

riormente no Capitulo 3 ao querermos acoplar modelos heterogéneos, com a tnica
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diferenca de nao ter o acoplamento do modelo 1D. Entretanto a matriz resultante
serd igualmente uma com blocos extra-diagonais e um acoplamento com um grande
niumero de graus de liberdade. Dado que os cddigos de elementos finitos de uso
mais comum, e em particular o cédigo do qual nés dispomos, nao oferecem a opc¢ao
de impor este tipo de condigao de contorno, e modificar o cédigo é algo, como ja
foi mencionado, que nao se pretende neste trabalho, iremos aplicar, para todos os
exemplos nas secoes que seguem neste capitulo, a condicao de contorno do tipo
Neumman para todos os acoplamentos. Contudo, vale ressaltar que apesar de nao
fazermos isto neste trabalho, a imposicao do valor médio da solucao é algo que tem
sido feito na literatura (?Veneziani e Vergara, 2007; Formaggia et al., 2008, 2010).

Uma outra motivacao para fazer esta escolha vem do fato que o comporta-
mento do nimero de condicao em funcao da relagao do tamanho dos subdominios
(avaliados a partir de parametros nao dimensionais) se mostra estével nos limites
desta razao indo para 0 ou para oo quando se aplicam as condicoes de contorno

Neumman em todas as interfaces, como mostra a Tabela 4.1.

6.2 Componente 1D-1D com solucao analitica

Como discutido na Secao 5.4 faremos uso do algoritmo GMRES livre de
matriz, pelos motivos ja expostos e, também, por ser um dos métodos iterativos
mais usados. Sendo assim, com o intuito de clarear as ideias de como é apli-
cado o algoritmo para o problema de interface, resolveremos aqui o problema pro-
posto na Secao 4.1.3, ja que para este caso simples a equacao diferencial possui
solugao analitica, dada por (4.32) e (4.33). Antes porém, considere o sistema
(4.45). Tomando L = 2; ¢ = f = k; = ks = 1, a solugado exata deste problema
é (ge,uc) = (0, %) Agora, vamos aplicar o método de GMRES livre de matriz
descrito na Subsegao 5.3.3. Em particular, escolhendo X, = (¢%,u?) = (0,0),

obtemos
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7’1(0,0) = - 1 —1

V1 = —=

= ’I"(Xo) = ; - \/5 | ’

WI= o=
NI= N

7’2(0, O) = —

Precisamos agora calcular r(Xg + v1), onde (Xo + v1) = (-1, —3), daf

1 1 2 9
neET) T T v
2 = wy; =1(Xo) —r(Xo+vy) = ,
r (_L _l) = _l 0
2 V2 2 - 27
1 1
Hy = (whvl) = -1, wy = wy — Hyjvg = —2 ,
—1
1 1
Hy = ||U11H2 =1, Vg = —= )

Vamos agora calcular r(X, + v2) novamente impondo condigdo de Neumann para

ambos subdominios. Assim, (X, + v2) = (3, —3), entao

1
Tl(%a_%) = o 0
L 2?1 = w0 —r(Xotu)= ||
) T T %
1 —1
Hyp = (w27U1) = -1, Wy = wy — Hoppvy = —2 ,
1
Hyy = —1, Wy = Wy — Hapvy = 0

Hsy = [|ws|l2 =0
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|
> o
-

levando a

=}

Xo = Xo + 1101 + Yovp =

N[ =

que é a solugao exata correspondente, como visto anteriormente.
Assim, com a ideia de como se calcula os residuos para o método de GMRES,

passamos aos exemplos numéricos.

6.3 Sistema 1D-3D com conexao em série

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos para o problema de acopla-
mento entre dois modelos dimensionalmente heterogéneos 1D e 3D, proposto neste
trabalho, ou seja, o problema consiste em um problema de transferéncia de calor
com fenomenos de difusao-reacao. Por razoes de brevidade nao vamos repetir o
enunciado matematico do problema. A Figura 6.1 representa o problema ja exposto
anteriomente, e estd numerada superiormente pela quantidade de componentes e

inferiormente pela quantidade de interfaces de acoplamento.

Figura 6.1: Acoplamento de modelos 1D e 3D.

Aqui a condi¢ao de contorno de Dirichlet u = 10 foi aplicada a direita do
modelo 1D e uma condicao de Dirichlet homogénea a esquerda do modelo 3D.
Além disso, nés consideramos uma fonte por unidade de volume constante f = 10

atuando em todo o dominio, em ambos os modelos. O comprimento de cada tubo
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¢ indicado por L = 1. O diametro da segao transversal do modelo 3D é d = 0.4 de
modo que a area da mesma é A = 0.12566.

Assim, modelo acoplado 3D-1D consiste em 1 interface de acoplamento.
Como descrito na Secao 4.3 a estratégia proposta pode ser resumida em 4 pas-
sos. De forma que o primeiro passo é definir as duas incognitas da tnica interface
(média de temperatura e fluxo de calor sdo as incégnitas da interface). Como ja
discutido anteriormente, a escolha de condi¢oes de contorno do tipo Neumann para
cada subdominio na interface de acoplamento, completa o passo 2. As equacoes
resultantes da aplicacao do método de decomposicao de dominio utilizando as es-

colhas dos passos 1 e 2 sao dadas como segue

ul_ull(ql) = 0, (6 1)
Ul—uzl(%) = 0.

A montagem do sistema (6.1) corresponde ao passo 3. A numeracao das
equacoes respeita, no indice inferior do operador a numeracao dos componentes
e no superior a interface local do componente (neste caso sé tem 1 interface, no
caso em que tenha 2, a equacgao vai ser montada para a interface 1 e 2, e as-
sim sucessivamente). Ja as varidveis u e ¢, tém o indice inferior representando a
numeragao da interface de acoplamento. Para o passo 4, como j4 referido anterior-
mente, faremos uso do algoritmo GMRES livre de matriz. O problema variacional
(que corresponde aos operadores, neste caso U ) foi resolvido pelo Método dos
Elementos Finitos, como ja comentado no Capitulo 3, e foi empregando elementos
lineares: segmentos para o modelo 1D e tetraedros para o modelo 3D, sendo 10 a
quantidade de elementos 1D (portanto 11 nds) e 1.781 elementos somando o total
de 8.940 nds em todo componente 3D. O resultado final é apresentado na Figura
6.2 e na Tabela 6.1. Note que a solucao constante na interface do modelo 1D é
uma boa aproximacao quando comparado com a solucao da regiao 3D na interface.
Além disso, o histoérico de convergéncia do processo iterativo é mostrado na Figura

6.11, precisando de 2 iteracoes para alcancar a solucao do sistema.
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Figura 6.2: Resultado do acoplamento entre modelos 1D e 3D.

Valor médio Fluzo
uy = 6.760187 | g1 = —4.254782¢ + 00

Tabela 6.1: Resultados para o problema de interface (2 componentes).

O que faremos agora sera uma sequéncia de acoplamentos entre modelos
1D e 3D com o intuito de avaliar o residuo resultante a medida que aumentamos
o sistema de equagoes resultante do acoplamento destes modelos. A Figura 6.3
representa dois sistemas como o da Figura 6.1 em série, ou seja, 4 modelos (ou
componentes) com 3 interfaces de acoplamento. Os dados do problema sao os

mesmos do problema anterior.

Figura 6.3: Acoplamento em série 1D e 3D (4 componentes).

As equagoes resultantes deste problema sao dadas por,
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Uy — z/111 (C_I1) =

Uy —UQI(QL%

Ug —U22(Q1,Q2

)

) (6.2)
Uz — U§(q2, @) =

)

us — U??(Qm q3

ug — ui(%) =

o o o o o o

A Figura 6.4 representa a solugao do sistema 6.2,

U

2.5 5 75
-

0 10

Figura 6.4: Resultado do acoplamento entre modelos 1D e 3D.

e na Tabela 6.2 apresentam-se os valores encontrados apos resolver o sistema.

Valor médio Fluzo
u; = 9.569630 | ¢1 = —0.5651969¢ + 00
ugy = 8.671633 | g2 = —1.378055¢ + 00
uz = 6.329866 | g3 = —3.689730e + 00

Tabela 6.2: Resultados para o problema de interface (4 componentes).

Analogamente, formulamos o problema que acopla 6 componentes, tendo

assim 5 interfaces (ver Figura 6.5)

Figura 6.5: Acoplamento em série 1D e 3D (6 componentes).

90



As equagoes resultantes para o problema de interface sao,

u — U (1) =

(51 _u21 q1, 492

(
Ug _u22(q17q2
(

U _u?)l 42,43 = )
uz — U2 (q2,q3) = 0,
. ’ (6.3)
ug — Uy (
Uy —UZ(Q3;Q4 = )
Uy _uf}(q47Q5 = )

Us — us?(‘ha qs

Us — uﬁl(%) =

]
@
=2
e e e D D o
I
=) @] (a) (a) = ] ja] ] ] ]

\

Na Figura 6.5 a representacao dos resultados,

U
25 5 7.5

O“\‘H LLJ LL \HIHH“

10

Figura 6.6: Resultado do acoplamento entre modelos 1D e 3D.

e na Tabela 6.3 os valores incégnitas definidas nas interfaces

Valor médio Fluzo
w1 = 9.941797 | ¢ = —0.7643696e — 01
us = 9.820365 | go = —0.1863390e + 00
uz = 9.503707 | g3 = —0.4989379¢ + 00
ug = 8.647771 | g4 = —1.353295¢e + 00
us = 6.322136 | g5 = —3.679580e + 00

Tabela 6.3: Resultados para o problema de interface (6 componentes).

Seguindo a mesma ideia, colocamos o acoplamento entre 8 componentes,resultando

em 7 interfaces, como mostrado na Figura 6.7
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Figura 6.7: Acoplamento em série 1D e 3D (8 componentes).

As equagoes resultantes do sistema de interface sao as seguintes

—Ui(a) = 0,
Us(q1,32) = O,
Uz—u22( 1,q) = 0,
uy — Uz (q2,q3) = 0,
us — Ui (g2.q3) = 0,
ug — Uy (g3,q) = 0,
uy — Ui (g3, ) = 0, (6.4)
uy —Us(qs,95) = 0,
us — Uz (qa,95) = 0,
us —Ug(g5,96) = 0,
us — UG (g5,96) = 0,
ug — Uz (g6,q7) = 0,
ur — Uz (g6,97) = 0,
—Us(gr) = 0

E as solucoes nos modelos e em cada interface, sao dadas na Figura 6.8 e na

Tabela 6.4.
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Figura 6.8: Resultado do acoplamento entre modelos 1D e 3D.

Valor médio Fluzxo
u; = 9.992119 | ¢ = —0.1034934¢ — 01
ug = 9.975691 | g2 = —0.2520125e — 01
uz = 9.932857 | g3 = —0.6749523¢ — 01
ug = 9.817078 | g4 = —0.1830485¢ + 00
us = 9.502500 | g5 = —0.4977255¢ + 00
ug = 8.647334 | gs = —1.352841e 4 00
u7 = 6.321995 | g7 = —3.679395¢ + 00

Tabela 6.4: Resultados para o problema de interface (8 componentes).

Finalmente, acoplamos 10 componentes, gerando 9 interfaces de acoplamento

(ver figura 6.9 )

Figura 6.9: Acoplamento em série 1D e 3D (10 componentes).
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Assim, as equacoes de acoplamento sao

us —U q7,4s

us —L{ qs, 49

Ug — ug g8, 49

w —Ui(q) = 0,

Us(qr,q2) = 0,

uy —Us (1, 2) = 0,

uy —Us(q2,93) = 0,

us — U3 (q2,q3) = 0,

us — Uy (g3, qa) = 0,

—Ui(gs,q1) = 0,

us = Us (qa,65) = 0,
us — Ui (qu, ¢5) = 0, (6.5)

us —Us (¢5,96) = 0,

us — UG (g5,q6) = 0,

ug — Uy (g6,97) = 0,

ur — Uz (g6,97) = 0,

uy —Ug(q7,q3) = 0,

(g7, 4s) 0

(s, q0) 0

(s, o) 0

0.

U9 — ufo(%) =

Na Figura 6.10 e na Tabela 6.5 se apresentam a solugao em cada um dos

modelos e as solugoes das varidveis de interface, respectivamente.

\2;5\\\\ E \\\\\\\Z}swuw

0 10

W

Figura 6.10: Resultado do acoplamento entre modelos 1D e 3D.
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Valor médio Fluxo

up = 9.998926 | ¢; = —0.1409980e — 02

ug = 9.996701 | g = —0.3404910e — 02

uz = 9.990906 | g3 = —0.9136029¢e — 02

ug = 9.975245 | g4 = —0.2475488e — 01

us = 9.932693 | g5 = —0.6733110e — 01

ug = 9.817018 | gs = —0.1829881e + 00

uy = 9.502478 | g7 = —0.4977032e + 00

ug = 8.647326 | gs = —1.352833e + 00

ug = 6.321992 | g9 = —3.679391e + 00

Tabela 6.5: Resultados para o problema de interface (10 componentes).

A Figura 6.11 descreve a convergéncia do processo iterativo em todos os casos

(2, 4, 6, 8 e 10 componentes).

le-05

le-10

le-15

Residuo

le-20

le-25

le-30

I | I |
2 componentes ———

4 componentes -

6 componentes ——

8 componentes ——
10 componentes

o

5 10 15 20 25

Iteracao

Figura 6.11: Convergéncia do método GMRES para o problema de conexao em

série de componentes 1D e 3D a medida que aumenta o nimero de elementos do

circuito série.

Partindo do principio que a medida que aumenta a complexidade do pro-

blema, a quantidade de equacoes de interface também aumenta, e dado que a

convergéncia do método é garantida em no maximo n iteragoes, com n o numero

de dimensao do problema (nimero de equagoes de interface), esperava-se uma re-

ducao do ponto de vista de iteragoes a medida em que aumentassemos a quantidade
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de componentes. Entretanto nota-se na Figura 6.11 que esta redugao nao acontece.
De fato, é preciso realizar as n iteracoes em cada caso para obter a solucao do sis-
tema. Porém, ainda sim, devido a sua propriedade de convergéncia, o GMRES ¢é
um método mais robusto e eficiente que qualquer versao do método de Gauss-Seidel
que pudessemos pensar em aplicar (que nao teria esta propriedade de terminagao

finita).

6.4 Sistema 1D-3D com estrutura geométrica semelhante a um

trocador de calor

Neste segundo exemplo nds acoplamos um par de estruturas 3D circulares
com vinte e um modelos 1D que representam um conjunto de cilindros que ligam
as duas estruturas 3D. Toda a rede de conexao 1D-3D lembra a geometria de um
trocador de calor. Na Figura 6.12, o dominio completo é apresentado com a nu-
meracao das interfaces de acoplamento (em detalhe a numeragao dos componentes
3D). Ja a Figura 6.13 descreve a numeragao dos componentes 1D com suas respec-
tivas interfaces. A conexao entre os componentes 1D com as estruturas 3D se dd da
seguinte forma: o lado direito dos componentes 1D na Figura 6.13 se conecta com
o componente da direita na Figura 6.12. Comecando pelo componente 1D niimero
1, este se conecta com a interface nimero 1 do componente 3D niimero 22 e com
a interface 2 do componente 3D nimero 23. A medida que avanca a numeracao
dos componentes 1D eles vao se conectando com as sucessivas interfaces do modelo
3D numero 22 avancando de esquerda a direita e de cima para baixo. Assim, por
exemplo, o componente 1D nimero 21 se conecta com a interface 41 do modelo 3D
nimero 22 com a interface 42 do modelo 3D niimero 23.

O problema é o mesmo que o abordado durante todo o trabalho, ou seja, um
problema de transferéncia de calor. Aqui nds consideramos uma fonte de volume
constante f = 20 atuando no componente 23 e f = 10 em todos os componentes

1D (: =1,...,21), jd para o componente 22 a fonte é nula (ver figura 6.12 e 6.13).
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Figura 6.12: Sistema 3D-1D com geometria semelhante a um trocador de calor.
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Figura 6.13: Numeracao dos componentes 1D e respectivas interfaces.

Assim, o modelo acoplado 3D-1D modelo consiste em 42 interfaces de acopla-
mento, para as quais duas incognitas sdo definida para cada interface (média da
solugao e fluxo de calor sao as incégnitas da interface), de modo que nosso pro-
blema ¢é de dimensao 84. A Figura 6.14 apresenta detalhes da geometria sobre
uma parcelas do dominio e parte da superficie que corresponde a interface com os

submodelos 1D.
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Figura 6.14: Detalhes da estrutura geometrica do trocador de calor.

Como ja discutido anteriormente nés consideramos condicoes de contorno do
tipo Neumann para todas as fronteiras e para ambos os modelos. Portanto, as

equacoes de acoplamento sao dadas por

~Ui(q,2) = 0,

uy — U (q1,2) = 0,

uz — u21(q37 @) = 0,

Uy — UQQ(Q& ) = 0,
(6.6)

— Uy (g9, qa0) = 0,

Ugo — (Q397 Q) = 0,

Uq1 — (Q41, q2) = 0,

L (Q41, q2) = 0,
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\

Z/{QQ q1,43, - - -

(
Usy(
Usy(
(

u22 q1,43, - - -

Ugs — uzz (@193 - -
U7 — UQ (01,43, - - -
uzg — U (Q1,Q3,~~
Ug1 — (Q1,Q37-~-
— Uys(q, qa, - - -

us — Ui (g2, qas - -
Uss (G2, a, - - -
M23(qQ, Q4, - - -

Uge — L{23 (92,4, - - -

(CI2,C]4,.~
Ug0 — uz (g2, 45 - - -
(

Ug2 — u23 42,44, - -

41,43, - - -

41,43, - - -

- 442

o o o o

o o o o

o o o o

o o o o

?

(6.7)

Para cada componente 1D foram utilizados 100 elementos (101 nés) e 107.839

elementos, totalizando 21.774 nos para cada componente 3D. Finalmente, o iltimo

passo, requer escolher um algoritmo iterativo para a resolucao deste problema.

Como também ja discutido anteriormente, o algoritmo GMRES livre de matriz foi

empregado. A solucdo em todo o sistema pode ser vista na Figura 6.15 e mais

detalhes da mesma sao dados na Figura 6.16. Por outro lado, na Tabela 6.6 se

apresentam os valores das incognitas de interface. Além disso, o histérico de con-

vergéncia do processo iterativo é mostrado na Figura 6.17 na escala logaritmica.

Embora a convergéncia seja garantida pela propriedade de terminacao finita do al-
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goritmo apods 84 iteracoes no caso de trabalharmos com aritmética exata, podemos
observar que o residuo é reduzido em 8 ordens de grandeza apds realizar aproxi-
madamente 10 iteragoes, o que ¢é suficiente para garantir bons resultados. Assim,
diferentemente do caso sa secao anterior, note que o método de GMRES obteve
uma boa aproximagao da solucao com um numero muito menor de iteragoes do
que o necessario para construir o correspondente espaco de Krylov, que para este

caso seria de dimensao 84, como ja referido anteriormente.

U
\8\\\\I\ ]O\I\\\H-\lzl\\\
M i

6 14

Figura 6.15: Solugao do problema de acoplamento no sistema 1D-3D com geometria

semelhante a um trocador de calor.
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Figura 6.16: Detalhes da solucao no sistema 1D-3D semelhante ao trocador de

calor.

Valor médio Fluzo Valor médio Fluzxo
u1 = 6.653289 q1 = —3.945432 | uge = 13.310630 | o0 = 3.902718,
uy = 13.347300 qo = 3.945932 ug3z = 6.682510 | go3 = —3.910941,
uz = 6.658788 q3 = —3.938887 | ugq = 13.317820 | qo4 = 3.911224,
ug = 13.341430 qq = 3.939070 ugs = 6.659072 | qo5 = —3.938443,
us = 6.652623 qs = —3.945997 | ugg = 13.340480 | o6 = 3.938067,
ug = 13.346630 qe = 3.945367 ugr = 6.653380 | qo7 = —3.945312,
u7 = 6.652903 q7 = —3.945700 | ugg = 13.347140 | o8 = 3.945751,
ug = 13.346560 qs = 3.945245 ugg = 6.674444 | gog = —3.920366,
ug = 6.674602 qo = —3.920257 | uzp = 13.325380 | q30 = 3.920213,

u1o = 13.325690

q10 = 3.920503

ug; = 6.682297

g31 = —3.911172,

Uil = 6.682141

a1 = —3.911356

uze = 13.317920

32 = 3.911353,

u12 = 13.318070

q12 = 3.911537

uss = 6.674545

433 = —3.920279,

U1z = 6.674233

q13 = —3.920570

@31 = 3.920299,

w14 = 13.325320

q12 = 3.920191

uss = 6.652787

435 = —3.945815,

u1s = 6.653363

a15 = —3.945310

qs36 = 3945247,

u16 = 13.347020

16 = 3.945636

uz7y = 6.653737

q37 = —3.944968,

u17 = 6.659732

Q17 = —3.937883

435 = 3.945804,

ulg = 13.341140

q1s = 3.938627

uzg = 6.659339

q39 = —3.938238,

u19 = 6.682390

Q1o = —3.911043

ug0 = 13.340880

quo = 3.938421,

ugo = 13.317700

g20 = 3.911122

ug1 = 6.652676

qa1 = —3.945868,

uo1 = 6.689874

21 = —3.902289

uqp = 13.346190

Qa2 = 3.944903

Tabela 6.6: Resultados para o problema em sistema 1D-3D com geometria semel-
hante a um trocador de calor.
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Figura 6.17: Convergéncia do método GMRES para o sistema 1D-3D semelhante

ao trocador de calor.

6.5 Sistema 1D-3D com estrutura geométrica semelhante a ponte

de Brooklyn

Este terceiro exemplo é uma situacao ainda mais complexa em termos da
conexao entre as interfaces de acoplamento do problema. Aqui nds utilizamos um
padrao geométrico que se assemelha a ponte de Brooklyn (ou a qualquer outra
ponte similar) e, vamos resolver um problema de transferéncia de calor, como feito
ao longo do trabalho. Note que nao existe relevancia do ponto de vista da fisica
do problema, ja que estamos resolvendo uma equacao de reacao-difusao em uma
ponte! De modo que nos interessa apenas utilizar a estrutura geométrica de uma
ponte através da substituicao de algumas partes do modelo por representagoes 3D e
1D. O dominio empregando modelos heterogéneos é mostrado na Figura 6.18, onde
pode ser visto que as “pistas” e os “cabos extensores” da ponte foram substituidos
por componentes 1D, enquanto que os “arcos” e a “parte central” sao modelados

através de modelos 3D.
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Para este problema condigdes de contorno de Dirichlet homogéneas (u = 0)
sao impostas nas trés extremidades inferiores dos componentes 3D que modelam
os arcos. J& para as extremidades dos componentes 1D (aquelas que nao fazem
acoplamento com modelos 3D) sao aplicadas condigoes de contorno do tipo Neu-
mann (¢ = 10) (ver Figura 6.18). A fonte de calor é de valor f = 50 nos dominios
correspondentes aos componentes 3D e nula para os 1D. Finalmente, na Figura
6.18 estd indicada a numeracao dos componentes e das interfaces (veja a legenda

na mesma figura).

O Componente
D Interface

Figura 6.18: Sistema 1D-3D usando a geometria de uma ponte.

Particularmente, a Figura 6.19 apresenta detalhes da parte interna da es-
trutura, assim pode-se observar as geometrias das interfaces de acoplamento e ver

com mais detalhe toda a estrutura utilizada nos calculos.
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Figura 6.19: Detalhes da estrutura da ponte.

O problema é resolvido assim como os outros considerando-se todas as inter-
faces com condigoes de contorno do tipo Neumann. O acoplamento 3D-1D consiste
em 24 interfaces de acoplamento, como mostra a Figura 6.18 de modo que tem di-
mensao 48.

Como no exemplo do Capitulo 4, o passo 1 da estratégia proposta foi re-
alizada definindo duas varidveis (denotada solugado e fluxo) em cada interface de
acoplamento, ¢;’s e u;’s, i = 1,...,24. No passo 2 escolhemos condicoes de con-
torno do tipo Neumann para a interface de acoplamento do subdominio. O passo
seguinte consiste em montar o sistema de equacoes obtido através das escolhas

feitas nos passos 1 e 2. Este sistema de equacgoes é dado como segue.
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Uy — Uf((h; 92)

us —UQ(Q&(M)
5 qg)
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Ui — Ué(@lo)
Uil — U%(Qu)
w1y — Ug (q12)
Uiz — u{}(Ql?w CJ14)

U4 — Ug(ch& 6114)

U9 — u112(CJ197 Q2o)
Ugp — u122(CJ197 Q20)
Ug1l — Ulls(Qm)
U2z — ( 2)
U3 — (QZ3)

(G24)

Ugq — Z/{16 G24
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—L{17 d1, 43,99, 4910, 913, 415, 421, 422

( )
us —u127(Q1 q3, 49, 410, 413, 415, 421, Q22) =
( )

Ug —Uf’7 d1, 43,99, 410, 913, 415, 421, 22

47 q1, 43,99, 410, 913, 915, 421, 422

U13 — U157 41,43, 49, 410, 913, 415, 421, 422

U1s —-U

=)

7
ug1 — Uiy

(
(
(15 435 995 G105 13, Q15, 421, G22
(
Uiz

Ugo — 41,43, 49, 410, 913, 415, 421, 422

Us — ulls(%’ g7, 411,912,917, 919, 423, 424

)
)
)
Q15 G35 99, 10, (13, Q155 G215 G22) =
)
)
)

U7 — u128(Q57 g7, 411,912, 917, 919, 423, 424

Uiy — ds, 97,411,912, 917, 419, 423, 424

U12 —U4 » 47,411,912, 917, 419, 423, 424

(6.9)

U19 —U 18195, 47, 411, 412, 417, 419, 423, 424

U23 —U 18\45, 97, 11, 912, 917, 419, 423, 424

oo

U( )

(g5 )
uyr — Uss(gs, g7, 11, Q12, 17, Q195 G23, Goa) =

( )

( )

( )

U24 —U18 q5, 47,411, 912,917, 419, 423, 424

u19 42,44, 46, 498, 914, 416, 418, 420

Uy —Ufg 42, 44, 46, 48, Q14> G165 418, 420

(
(
— Uiy(
Uiy

19

)
)

@2 Q45 96, G5 Q14> Q16> 18, G20) =
)

42,44, 96, 48, 914, 416, 918, 20

42,44, 96, 43, 414, 416, 418, 420

uig — Ulg 42,44, 96, 48, 414, 416, 418, 420

o O o O o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
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Aqui, os componentes 1D possuem 84 elementos (85 nés) nos “cabos exten-
sores” e 65 elementos (64 nds) para as “pistas”. Os componentes 3D por sua vez,
possuem 82.550 elementos com 17.201 nds, nos componentes que representam os

“arcos” e 38.706 elementos com 7.855 para o componente central. Para completar o
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processo, no passo 4, como em todos os exemplos neste trabalho, a versao livre de
matriz do algoritmo GMRES foi empregada para a resolucao do sistema. Portanto,
o procedimento garante o convergéncia para a solucao que se poderia obter com
uma abordagem monolitica, apds 48 iteragoes.

Os resultados da simulacao sao representados na Figura 6.20 e os valores das
incognitas nas interfaces de acoplamento sao apresentados na Tabela 6.7. Um de-
talhe da solugao também estd incluida na Figura 6.21. O histérico de convergéncia
do procedimento iterativo é apresentado na Figura 6.22, em escala logaritmica.
Neste caso, o residuo é reduzido 8 ordens de magnitude ao completar 10 iteragoes,
alcancando resultados satisfatorios, sem a necessidade de realizar todas as 48 it-
eracoes. Podemos notar que aqui também o método se comportou muito bem,
nao precisando construir todo o subespaco de Krylov para ter uma boa aproxi-
macao da solucao. Para o sistema cuja conexao apresenta uma sequencialidade
na disposi¢ao dos componentes (como o exemplo um circuito série apresentado na
Sec¢ao 6.3) o método de GMRES convergiu somente apds construir por completo
o espaco de Krylov de maior dimensao, ja para este exemplo e para o exemplo do
trocador de calor apresentado na Secao 6.4 onde o problema possui conectividade
mais complexa e geral, as propriedades de convergéncia sao melhores, como pode

ser visto.

108



Figura 6.20: Solucao do sistema 3D-1D com estrutura de uma ponte.

U
20 40
—

Figura 6.21: Detalhes da solucao.
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10000

Residuo

le-08

le-10

le-12

le-14

Valor médio

Fluxo

Valor médio

Fluxo

up = 28.735400

g1 = 28.783640

uz = 27.100480

g2 = 27.145970

u14 = 24.821900

14 = 24.863130

uz = 28.746780

g3 = 28.795030

ug = 27.092520

g1 = 27.137990

U1g = 24.821640

16 = 24.862860

us = 28.698670

gs = 28.746840

ug = 27.106820

6 = 27.152320

u1g = 24.821050

uy = 28.703530

g7 = 28.751720

ug = 27.111210

s = 27.156720

Uz = 24.821280

ug = 28.698660

o = 28.746840

g21 = 24.956940

u1p = 28.703530

u1 = 28.735400

g1 = 28.783640

U2 = 28.746780

ug4 = 24.913600

g24 = 24.955040

100

0.01

0.0001

le-06

Tabela 6.7: Resultado para o problema com geometria de ponte.

10 20

30

Iteracao

40

50

Figura 6.22: Convergéncia do método GMRES para o problema com geometria de

ponte.
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Conclusoes

Neste trabalho foram estudados primeiramente os fundamentos teéricos para
formular o problema de acoplamento de modelos dimensionalmente heterogéneos.
Para isto se empregou a formulagao variacional do problema para o caso particular
de um problema de transferéncia de calor com fenémenos de difusao e reacao.
Como uma das conclusoes principais, deve ser salientada a apresentacao de forma
sistematica de conceitos que permitem tratar com relativa facilidade e clareza o
acoplamento de modelos desta natureza. A vantagem nesta forma de entender este
problema reside em enxergar o acoplamento entre os modelos como um problema
no qual ha duas, ou mais, cinematicas presentes que a priori nao sao compativeis,
as quais devem ser compatibilizadas através de alguma restricao.

Por outro lado, nossa motivagao foi a de lidar com cédigos numéricos de
solugao aproximada no sentido de caixas pretas, sem a necessidade de acesso com-
pleto aos mesmos, ou seja, utiliza-los adequadamente para resolver uma nova classe
de problemas. Ao mesmo tempo, viu-se que as caracteristicas do problema al-
gébrico resultante do acoplamento entre modelos heterogéneos resultava em al-
teracoes significativas no cédigo existente disponivel. Isso motivou o estudo de
técnicas de decomposicao de dominios. O procedimento é baseado na simples ideia
de reformular o problema acoplado de tal modo que o método de decomposicao de
dominio torna-se nada mais do que a aplicagao de um algoritmo iterativo. Neste
contexto, através de analises simplificadas, foi identificado que o desenvolvimento
de técnicas de decomposicao empregando informacao de Neumann sobre as fron-
teiras entre os modelos apresenta um comportamento mais estavel em funcao das

caracteristicas geométricas dos modelos.
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Assim sendo, através da sucessiva resolugao de modelos homogéneos (mais
simples de serem resolvidos e para os quais dispomos de c6digos numéricos), com
um tipo de condigbes de contorno determinado pelo usudrio (Neumann sendo a
melhor escolha, como dito acima), e com valores destas condigoes de contorno es-
colhidas pelo método iterativo, é possivel obter a solucao do sistema acoplado.
Assim, viu-se que qualquer método iterativo que aceite uma forma livre de matriz
¢é candidato para resolver o problema acoplado. Especial énfase deve ser colocada
nos métodos com a propriedade de terminacao finita como BICGSTAB e GM-
RES. Este ultimo, mais barato e de uso mais estendido entre a comunidade, tem
demonstrado um comportamento satisfatério nos exemplos relatados. Em par-
ticular, para sistemas cuja conexao apresenta uma sequencialidade na disposicao
dos componentes (por exemplo um circuito série) o método de GMRES apresenta
convergéncia somente apds construir por completo o espaco de Krylov de maior di-
mensao, enquanto que em problemas cuja conectividade é mais complexa e geral,
o método de GMRES apresenta melhores propriedades de convergéncia, podendo
obter uma boa aproximacao da solu¢ao com um numero de iteracoes muito menor
que o necessario para construir o correspondente espaco de Krylov de maior di-
mensao.

Como ja discutido, as situagoes mais favoraveis para o uso desta classe de
modelos sao aquelas nas quais identificam-se, dentro de um sistema, caracteristi-
cas particulares factiveis de serem consideradas mediante diferentes representacoes
matematicas. Vale a pena ressaltar que isto é algo muito comum de ser encontrado
em muitas areas da engenharia. Com respeito as aplicagoes, tanto na mecanica
dos sélidos como na mecanica dos fluidos, os modelos dimensionalmente heterogeé-
neos sao muito promissores e espera-se que adquiram um papel ainda mais rele-
vante. Em particular, em func¢ao das aplicacoes na modelagem do sistema cardio-
vascular o emprego de modelos acoplados permite atacar novos desafios. Exemplo
disto é a constante busca da comunidade cientifica por melhorar as representacoes

matematicas existentes, as quais passam a ter cada vez mais, uma maior relevan-
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cia dentro da comunidade médica objetivando contribuir para o entendimento dos
diferentes fenomenos fisicos que acontecem no sistema cardiovascular. Embora
tenha havido uma ampla tendéncia da comunidade de pesquisadores nesta direcao,
o campo encontra-se ainda em aberto, apresentando constantemente novos desafios,
parte dos quais pode ser abordada com sucesso através de técnicas como as aqui
apresentadas. Estas tltimas linhas constituem a perspectiva de pesquisa futura

em termos de aplicagao de estratégias como a estudada no presente trabalho.
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